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LA GÉOMÉTRIE RÉCURRENTE 

Par M. (Si* d« I^^Af eha^^St 



4, — La plus'grande partie des idées et des propriétés /jue 
nous allons développer dans cette note ne sont pas aouvelles. 
Nous avons eu occasion de les exposer déjà (*); mais le 
principe de ce que nous avons nommé la Géométrie 
récurrente est une idée simple, et tout à fait élémentoire : 
nous croyons qu'elle pourra intéresser les lecteurs de ce 
journal. 

2. — Imaginons dans un plan trois droites Â^^Â^^Â,; soit 
P un point remarquable et bien défini de ce triangle : par 
exemple le centre de gravité, le centre des hauteurs, le 
centre du cercle circonscrit, etc., pour préciser cette défini- 
tion. Pour marquer que P est un point bien déterminé du 
triangle A^AjAg, nous convieudrons de le désigner par P^s. 

Prenons maintenant quatre droites A^ A„ A,, A^ : si l'on 
fait abstraction de l'une d'elles, de A^ pour exemple, il reste 
ua triangle A^ A, Ag auquel correspond le point P^, précé- 
demment défini, point sur lequel on se propose de ftiire une 
étude de Géométrie récurrente. Ayant ainsi fait successive- 
ment abstraction de Tune des quatre droites données, oti 
obtiendra quatre points P, 

"uSî "284» *^8*1J P*12' 



(*) 9evm àes Sûdélés éavântes, mai 1864. — Annaks ècieniiftiquet de V Ecole 
normaiê, t. Ili, 4S67. — Nouv$Ue Corretpmiiianfie nmÊhémsU^m^ iSf T. 
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Ces quatre points jouissent, soit par leurs positions res- 
pectives les uns par rapport aux autres, soit par leur situa- 
tion vis-à-vis des droites données, de propriétés géométriques 
qui, dans certains cas, peuvent être remarquables : nous en 
donnerons tout à l'heure des exemples divers. De cette étude 
géométrique peut résulter la découverte d'un point que nous 
désignerons par P1234, et qui jouit, par rapport aux droites 
Aj, A„ Aj, \ ou par rapport aux points P^j, P^st, P341, Ptij, 
de propriétés géométriques remarquables et qui rappellent 
celles qui liaient le point P^j, au triangle A^ Aj A3. 

Nous conviendrons de dire que le point P^a, défini par le 
triangle est un point P d'ordre S ; et que le point analogue 
Pij34 qui correspond à quatre droites, est un point P d'ordre 4. 

Prenons maintenant cinq droites et faisons successivement 
abstraction de l'une d'elles, de Ag par exemple. Nous aurons 
à considérer un quadrilatère complet formé par les quatre 
autres droites, et à ce quadrilatère correspond un point P 
d'ordre 4, point que nous désignons par Pu34. On obtient 
ainsi cinq points d'ordre 4, 

"n84) "28455 "siBlJ "iSia» "5ia8« 

Si l'on peut avec ces cinq points construire un point P 
qui s'en déduise comme on a déduit le point P d'ordre 4 des 
points P d'ordre 3, nous dirons que ce point est un point P 
d'ordre 5, et nous le désignerons par Pi2845« 

3. — On voit maintenant, d'après ces explications, comment 
on peut former un théorème de Géométrie récurrente. 

Prenons pour point de départ un théorème de Géométrie 
élémentaire, relatif au triangle : par exemple, et comme 
nous le ferons tout à l'heure, celui qui fait remarquer que 
les perpendiculaires élevées au milieu des côtés dun triangle se 
coupent au même point 0, centre du cetxle circonscrit à ce 
triangle. 

Pour faire l'étude récurrente de ce théorème on procédera 
comme nous allons rexpliouer. On prendra dans un plan 
quatre droites, deux à deux concourantes; à ces droites 
correspondent quatre points 0; on étudiera la position res- 
pective de ces points d'ordre 3, et l'on trouvera qu'ils sont 
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placés sur une même circonférence. Nous dirons que le 
centre de cette circonférence est le point d'ordre 4. 

Prenons maintenant S droites ; nous aurons 5 points 
d'ordre 4 et nous ferons voir qu'ils sont placés sur une cir- 
conférence. Nous dirons que le centre de cette circonférence 
est le point d'ordre 5. 

Pour généraliser la proposition on admettra que les pro- 
priétés trouvées appartiennent aux points d'ordre (n — i), 
et l'on fera voir qu'elles subsistent pour le point d'ordre n. 
Telles sont les idées générales qui servent de base à cette 
Géométrie récurrente; les applications que nous allons expo- 
ser feront mieux ressortir, pensons-nous, l'intérêt qui s'atta- 
che û cette idée élémentaire. 

PREMIÈRE APPLICATION 

4. — Étude d'une série de cercles se déduisant, par voie 
récurrente, du cercle circonscrit au triangle. 

On sait que si Von considère un quadrilatère complet dé- 
fini par qvatre droites, les circonférences circonscrites aux 
triangles formés par ces droites combinées trois à trois se coupent 
au mêms point. 

Ceci posé, nous énoncerons d'abord le théorème suivant: 

Théorème I. — Soient quatre droites 1,2, 3, 4 situées dans 
un plan: considérons les cercles circonscrits aux triangles for^ 
mes par les droites combinées trois à trois ; les centres Oi,„ 
O134, 0^24 déterminent un triangle semblable à celui qui est formé 
par les droites 2, 3, 4. 

Nous désignerons, dans ce qui va suivre, les n droites 
dont il sera question par les nombres 

I > 2, D9 • • • n ^ 
(a, p) désignera le point de concours des droites numérotées 
a,p, et nous supposerons formellement que ce point n'est pas 

rejeté à l'infini. La notation a, p indiquera l'un des angles 
que fait la droite a avec ^ et quand nous écrirons l'égalité 

a,p=a,p' 
nous voudrons exprimer par cette écriture que les droites a 



6 JotJKNAL DE Mathématiques élémentaires 

et p forment un système qui est superposable à celui des 
droites a, p'. 
Cette notation"^ admise, revenons au théorèmei énoncé. 
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AppeloDS F le point commun aux quatre circonférences 
circonscrites aux triangles i23, 124, i34, 234. Les droites 
Ous Ojj4, et Oij4 Oi84 sont respectivement perpendiculaires 
aux droites F (i, 2) ; F (r, 4). Les angles 

Oi.A.A«et(ï,2)F(i, 4) 
sont donc égaux. Le quadrilatère déterminé par les sommets 
du triangle 124 et le point F étant inscriptible on ft 

OiiaOtï^Oj,^ = 2,4, 

Ainsi, si l'on considère trois cercles circonscrits et leurs centres 
^a, ^ô ^7; i'o^ffte Ofli Où Oy est égal à Vangle^ des deux 
droites dont les numéros s'obtiennent en retranchant a%iOPin4ices 
extrêmes a, y les numéros qui leur sont communs. 

Cette propriété qui sert de base aux propriétés anivantes 
montre aussi Tutilité, contestable au premier abordi de la 
notation à indices que nous avons adoptée. Sans cette nota* 
tionil serait difficile d'indiquer nettement et sans ambiguïté 
quels sont, dans les figures que nous étudions, les couples 
de lignes qui sont superposables. 

En appliquant successivement la remarque précédeute 
aux trois angles du triangle O^s Oi,^ Ou^, on reconnaît que 
ce triangle a des angles égaux ou supplémenteires avec cei^t 
du triangle 284, triangle obtenu en supprimant le numéro 
commun aux trois indices. Mais on sait que deux triangles 
qui ont les angles égaux ou supplém,entaires ont nécessaire- 
ment leurs angles égaux deux à deax et, par suite, sont 
semblables. C'est la propriété énoncée. 

6. — Théorème XI. — les centrer de$ cercles oireonsarits 

aux quatre triangles formés par quatre droites^ combinées trois 
à trois f appartiennent à un même cercle. 
En effet, si Ton considère le quadrilatère 

OiM On4 ^Iti 0,,4, 

on a, d'après le théorème précédent, 

Oi,3 Oi,4 Oi,^ = 2^4 (1) 

et aussi Oi,, Oj„4 O^j* = 2^ (2) 

puisqu'il faut faire abstraction du numéro commun aux trois 
Indices, ici 3, et prendre dans l'indice moyen les deux autres 
numéros. 
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La comparaison des égalités (i) et (2) prouve bien que le 
quadrilatère considéré est inscriptible. Nous désignons par 
Ôij84 1g centre du cercle circonscrit à ce quadrilatère et nous 
dirons qu'il est d'ordre 4. 

6. — Considérons maintenant le pentagone complet formé 
par cinq droites 1, 3, 3, 4, 5 situées dans le même plan et 
deux à deux concourantes. Aux deux quadrilatères 1234, 
1235 correspondent deux cercles d'ordre 4, lesquels ont un 
point commun Oi,,. Soit G le second point commun, on 
aura donc O^^ G Ojjs = Ois* ^^zi Ouj. 

Mais on a vu que 0^,4 Ojj^ Oj,, = 2.4 ; 
donc Oi84 G Oijj = 2.4. (1) 

On voit que le second membre 2,4 de cette égalité s'ob- 
tient en faisant abstraction des numéros communs aux 
deux indices 134, i23 de la lettre dans le premier membre. 

D'après cette remarque on peut écrire aussi 

Oi« G 0,35 = ^. (2) 

Des égalités (1) et (2) on déduit, en remarquant que les 
deux angles ont un côté commun G O^,,, 

Oi8i Cr Oi,5 = 2I4 ± 2.5 =4.5. 
De cette égalité, après avoir répondu, comme nous le ferons 
tout à l'heure, à une difficulté et à une objection qu'elle 
soulève, on déduit la propriété suivante : 

Soit G le point de concours (autre que O^j j des deux circon- 
férences d^ordre 4, Oi,,^ et 0^35 ; soient 0^ et Og deiux) points 

d'ordre S pris sur ces circonférences et tels que les indices ciet p 
aient deux numéros communs : Vangle 0^ G Oo est égal à celui 

des deux droites dont les numéros s'obtiennent en retranchant 
aux indices les numéros communs, 

7î — Mais avant d'aJer plus loin nous devons nous expli- 
quer sur la difficulté que nous venons de signaler,- et qui 
se rencontre plus ou moins dans toutes les questions de 
Géométrie récurrente. 

Dans la Géométrie élémentaire, la figure aide puissamment 
au raisonnement, et les constructions donnent aux éléments 
de la figure des positions respectives qui, pour ainsi dire^ 
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s'imposent et permettent d'affirmer que tel angle A est bien 
égal à un angle B et non au supplément de celui-ci ou, dans 
d'autres cas, que tel angle A est bien égal à la somme des 
angles inférieurs B et G d'un triangle et non à leur différence. 

Dans la Géométrie récurrente la figure ne peut plus, à 
un certain moment, èlre tracée, puisque, comme nous le 
verrons tout à l'heure, il faut poursuivre le raisonnement 
jusqu'à la considération de n droites. Il faut donc montrer 
ici, non par une figure dont le dessin est contestable ou im- 
possible, mais par un raisonnement, que Ton a bien toujours, 
et dans tous les cas 

4.5=0,,, G 0,„. 

Considérons à cet effet le triangle 2 4 5 et soient a, ^, y 
les angles intéHeurs de ce triangle. 

Nous avons dit que l'angle Oi^sGO,,, était égal à l'angle 
a, ou à (tc — a) ; de même Oi,,GO|,5 est égal à ^ ou à 
('2C — p). Supposons pour fixer les idées que ces angles soient 
a et p : si les points Oig^Oi^Oi,, et G sont disposés comme 







Fig. A. 

le montre la figure (A), alors l'angle O4S4GO1,, est égal à 
(tt — y), par suite on peut écrire, comme nous l'avons fait, 

Oi8*Gr04„ = 4.5. 
Mais cette conclusion n'est plus exacte dans l'hypothèse 
de la figure (B) ; le principe que nous avons énoncé ne pour- 
rait plus être accepté, au moins dans tous les cas. C'est en 
ce point délicat que réside la difficulté que nous avons tenu 
à signaler et à laquelle on répond comme nous allons le 
montrer. 
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Sttpposons un instant que la disposition de la figure (B) 
soit possible : faisons tourner la droite 5 autour du point 

(4.5) jusqu'à ce qu'elle 
vienne se confondre avec 
4. L'angle P augmente sans 
cesse et a pour limite 
(x — a) ; dans la figure (B) le 
point 0(35 se déplace de 
telle façon que la droite 
^*^" ^- GQjjg s'écarte de plus en 

plus et a pour position limite un point qui, dans aucun cas, 
ne peut venir se confondre avec Ojj^. Ceci implique contra- 
diction, car il est évident que ladroite 5 étant confondue 
avec 4, le triangle 1 34 est le même que 1 35 et les deux points 
O^s^Oisi doivent occuper la même position, à la limite. 

On examinera de môme les autres cas, ceux où l'on sup- 
pose Oij8GOi,4 = te — a ou OiîsGOjjs = ir — (3 et l'on verra, 
en suivant le raisonnement précédent, que dans tous ks cas 

on a 04j4GOi,B = 4.5. 

(A suivre.) 



ETUDE SUR LE CERCLE DE BROCARD 

Par M. A. Uorel. 



Nous nous proposons, dans cette note, de faire connaître à 
nos lecteurs quelques-unes des intéressantes propriétés qui 
ont été exposées par M. Brocard^ capitaine du génie, dans la 
Nouvelle Correspondance d'abord, puis dans le Mathesis ; 
nous serons ainsi amenés à considérer deux points et un 
cercle auxquels, suivant l'avis de M. Neuberg, nous propo- 
sons de donner le nom de points de Brocard et de cercle de 
Brocard. 

1. — Théorème. — Étant donné un triangle ABC, on 
peut trouver un point o» dans le plan de ce triangle, tel que, 
en le jmgnant aux points A, B» C, les angles (oAB, (i>BC, a>GA 
soient égaux^ 
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En effet, si je fais passer par les deux sommets A et B 
(fig. 4) une circonférence, tangente au côté BG, tout point 6> 
de l'arc inté- 
rieur AtoB est 
tel que les an- 
gles (i>AB, (oBC 
sont égaux, car 
ils ont même 
mesure; si donc 
je fais passer 
par les points B 
et C; une cir- 
conférence tan- 
gente au côté 
AC, cette cir- 
conférence cou- ^*9' '• 
pera la première en un point (o qui répond à la question ; 
car, pour ce point particulier, on a 

(oÂB = (oBG = (oCA. 

L'arc AcdB est le segment capable du supplément de Tangle 
B ; de même l'arc BwG est le segment capable du supplément 
de Vangle G et l'on voit que : si sur chacun des côtés d'un 
triangle comme corde on décrit un segment capable du sup- 
plément d'un angle adjacent en prenant ces angles toujours 
dans le même sens, en parcourant le périmètre du triangle, 
ces trois segments de cercle se coupent en un point cd, qui 
jouit de la propriété indiquée. 

La construction même que nous venons d'indiquer jDtous 
montre que si nous prenons les angles du triangle en par- 
courant le périmètre en sens contraire, nous aurons un second 
point (ù' tel que les angles (d'AC, (o'BA, cd'AB soient égaux. 

Ce sont ces deux points (o et cd' que nous appellerons les 
points de Brocard (*). 

2. — Nous allons calculer la valeur de l'angle (oAB en 

(*) M. Brocard appelle ces points les points segmentaires, par suite de la 
coDstruction même qui a servi à les déterminer [voir Nouvelle Correspond 
dance mathém,, t. III, p. 109) 
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fonction des angles du triangle donné ; appelons a cet angle ; 

Xy xjy Zy les longueurs coA, a>B, odG ; nous avons immédiate* 

ment 

X sin (Bhx) ^ y sin (G-a) z sin (A-a) 

y sin a ' js sin a ^ x sin a 

Multiplions ces égalités membre à membre ; les quantités 
X, y, z disparaissent, et il reste Téquation 

sin (A-a) sin (B-a) sin (G-a) = sin' a. (1) 

Développons cette équation ; divisons par sin^ a, qui n'est 
pas nul ; il vient 

cotg' a sin A sin B sin G 
— cotg"a cosA cosB cosG (tgB tgG -f- tgA tgG + tgA tg B) 
+ cotga sinA sinB sinG' — (i + cosA cosB cosG) = o. (2) 
En divisant par le produit des trois sinus, il vient après 
réductions faciles 
cotg* a — cotg* a (cotg A + cotg B + cotg G; -|- ^^^ <* 
— (cotg A + cotg B + cotg G) = o. (3) 

Gelte équation n'admet qu'une seule solution ; car elle 
peut se mettre sous la forme : 

(cotg* a + i) (cotg a — cotg A — cotg B — cotg G) = o. 
Donc la relation cherchée est 

cotg a = cotg A + cotg B -f- cotg G. (4) 

3. — On pourrait encore obtenir cette relation au moyen 
d'équations de degré moindre ; en effet, le triangle AcoB nous 

y sin a 
donne -^ = —. — ^ ; 

c sinB 

de même, le triangle AcoC donne 

z sin (A — a) 

6 sin A ' 

d'où Ton tire par division 

by sin A sin a 

cz sin B sin (A — a) 

Dans cette équation, remplaçons -^ parla valeur trouvée 

z 

b sin B 

précédemment, et — par le rapport —: — — ; il vient 
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sin B sin (C — a) sin A sin a 

sin C sin a sin B sin (A — a) ' 

Celte équation développée devient, en divisant par sin' a, 
cotg' a sin A sin C sin* B — cotg a sin' B 
— cos B (i + cos A cos B cos C) = o. ■ (6» 
Cette équation est du second degré; ses racines sont 
rationnelles, car la quantité sous le radical peut se mettre 
sous la forme 

sin*B [sin*B -f- 4sinA. sinC cosB (i -f- cos A cosB cosC)] = o ; 
mais la quantité i -{-cosAcosBcosC peut être remplacée, 
puisque A,B,Ca sont les angles d'un triangle, par 

sin* B + sin A sin C cos B ; 
donc la quantité sous le radical est égale à 

sin* B (sin* B -f- 2 sin A sin G cos B)*. 
On trouve par suite pour l'une des racines 

sin* B + sin A sin C cos B 

cotg a = : — T : — 77—: — ^ , 

° sm A sin G sin B 

ou bien, d'après une transformation simple, 

cotg a = cotg A + cotg B + cotg G. 
L'autre racine donne 

cotg a = — cotg B, 
qui ne convient pas à la question. 

On peut même obtenir immédiatement une équation du 
premier degré ; en effet, le triangle Aa>B donne 

X sin (B — g) 

~ sin B ' 

de même, AcdG donne 

z sin (A — a) 

h sinA ' 

en divisant membre à membre, il vient, en remplaçant 

par sa valeur trouvée plus baut, 

sin B sinja sin (B — a) sin A 



sin G sin B 

Cette équation développée donne 

sin* P + sin A sin G cos B 

cotg a = : '. — : — r; — : — =5 , 

° sin A sin G sm B 

et par suite cotg a == cotg A + c^^g ^ "h ^^^ tJ. 



(6) 
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4. — Nous pouvons nous proposer de calculer les lignes 
o)A, <dB, wC ; pour cela, nous avons dans le triangle AwB 

X sin (B — a) 

c sin B 

Le triangle ÂcoC nous donne 

X sin a 

6 sin A 

En égalant ces deux valeurs de ce, nous avons 

* 6 sin B sin a = c sin A sin (B — a) 

' . . . csinBA sin B 

ce qui donne tg a = : — — . 

sin B + c sin A cos B 

En multipliant haut et bas par 2a, et remplaçant 2ac sin 
B par 4S, 2ab sin B par 26' sinA, et 2ac cos B par a* + c* 
— 6* il vient, pour la valeur de a en fonction des côtés, 

d'oïl sin a = 



v/(6* + c» + a«)«4- i6S«' 
Mais on a 

i6S« = 2a»6* + 2o>c« 4- 26«c* — a* — 6* — c*. 

On en tire 

2S 

ain a = —========- . (8) 

Posons o*é» + a^c* + 6*c» = K« ; 

2hS 
il vient WA = -= — : ;r- , 

£ sin A 
et. puisque 2S •= bc sin A, on trouve 

<oA = -^. 

On aura de inême 

c^a a*b 

G)B = _- ; o)G = -^ . (9) 

Un calcul analogue nous donnerait, pour les distances du 
point ù)' aux sommets, les valeurs suivantes : 

a)A = -^;u)'B = -— .;g)G = -^. (10) 
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Ces dernières valeurs trouvées par M. Chadu (*) vont nous 
permettre de signaler une relation fort importante entre les 
points <o et to'. En effet, on a 



COj 



(oC 



(û 



'A 



(O 



B 



donc les deux triangles (o&G, (ùAB sont semblables, et par 
suite les côtés homologues étant (oÀ et (i>'A,.(i)G et a>'B, les 
angles coAC, cd'ÂB sont égaux; donc les lignes Aco', B(i>' sont 
symétriques par rapport à la bissectrice de l'angle en A ; 
il en est de même pour chacun des autres couples de droites 
par rapport à la bissectrice correspondante. 

(A suivre.) 



QUESTION 34 

S^olntion par MM. Vail et Lbnoir, Ecole AU)ert-le-<jrand. 



Par un point P sur le prolongement de la base BC d'un 
triangle^ mener une 
transversale rencon- 
trant kC en Q et AB 
en K, de façon que le 
produit AR. CQ soit 
minimum. 

(Educ. Times.) 

Menons QS paral- 
lèle à AB. Soit PC = 
dy PB = m, PS = a:, 1» — d = a. 




On a 



QG=^{x-d) 

ax 



d'oli 



AR.Q. = -^[x-«-i(.-.J + i)] 



(*] Nouv. Annales math.^ 1875. Sol. de la question 1166. 
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bc r / m , md* \ , , 2md 1 

a I \ a ' ax^ ) ^ J 

Cette expression est minima si 

wi , wirf* 
I = o ; 

d'oh 05* = wid ; 

donc PS doit être moyenne proportionnelle entre PB et PC. 

Nota. — Ont résola la même question : MM. Lachesnais, de Saint-Louis ; 
Bablon, d'Ëpinal. 



• QUESTION 52 

Solution par M. De ville, brigadier d'artiilerie de marine, à Lorient. 



On prend un angle droit AOB, et sur OB un point fixe M. Soit 
un cercle tangent eti à la droite Ok. Menons par M une tan- 
gente à ce cercle et 
soit P le point de 
contact. Menons OP 
et les bissectrices 
des angles formés 
par les droites OC 
etMP, 

Démontrer que le 
lieu décrit par les 
points let V oii ces 
bissectrices rencon' 
trent OP est un 
système de deux cer- 
cles quand on fait 
varier le cercle C. 
(G. L.) 




Soit MI la bissectrice intérieure, on a 

OIM = i8o — (lOM + IMO); 

arc PD 
or lOM a pour mesure = 



2PD 
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„,^ PMG arc OP — arc PD 
IMO = a pour mesure ; 



PD 4- PO If 

donc lOM + IMO = "^ = — = 45«, 

4 4 

donc OIM = iSS*» ; de même OI'M = 45^ 

Les lieux des points I et I' sont donc respectivement deux 

segments de cercles capables de i35® et 45® décrits sur OM 

comme corde. 

Nota. — Ont résola la même question : MM. Puig, À Marseille ; Mosnat, 
à Tliiers. 



QUESTION 54 

SlolutioM par M. Toussaint, à Bar-le-Duc. 



Résoudre le système : 

x' — y* — z' — d* _ a 

3^* + y* + z' — d* "■ T 

2y (x — d) __b^ 

X* + y* + 2* — d» "" d 

2Z (x — d) c 



(1) 

(2) 
(3) 



X* -f y* + ^« — d» d ' 
en supposant a* + b* + ^* différent de d*. (G. L.) 

L'équation (1) donne 

X* — d* a -j- d 



W 



-2- = _ ou y = — - . (8) 



t/* -|- js* d — a' 

Divisant terme à terme les équations (2) et (3), on a 

b bz 

— i ou V = — 

z c ^ c 

Portant dans (4) cette valeur d'y, il vient 

X* — d" a -{- d 

6*j5" . d — a 



(6) 



portant de même dans (2) la valeur à*y, on a 
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2 — (x — d) - 

C 



or (6) peut s'écrire 



(7) 



> 



(8) 



en ajoutant à chaque dénominateur le numérateur. 
Divisant membre à membre (7) par (8), il vient 

a^ = .^l±^-d. (9) 

C 

Portant dans (U) cette valeur de x, on a 

2cd {d ■— a) 



z = 



d2 _ a« — 6« — c^ 
Connaissant js, on tire a; et j/ en substituant cette valeur dans 

Nota. — La même question a été résolue par MM. Poitresse, à Épioal; 
Mosnat, à Thiers. 



QUESTION 56 

Skilution par M"* LyciE J..., à Liège. 



On considère un cercle G de centre 0. Soit AB un diamètre 
fixe de ce cercle. Par le point on mène une circonférence G 
tangente àAB, puis on mène une tangente commune aux cercles 
iJi et G. On propose de trouver le lieu des points de contact de 
cette droite avec G', lieu qui se compose de deux droites parai-- 
lèles. (G. L.) 

Soit M un des points du lieu et soit MP la perpendicu- 
laire abaissée de M sur AB. Menons MO', M'O. La figure 
MOO'Q est un parallélogramme. Donc MQ = 00' (1). 
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Les triangles rectangles OPQ, MM'Q qui ont l'hypoténuse 
égale et un angle aigu égal 
sont égauxy donc PQ = M'Q 
= OM' — OQ = OM' — O'M (S). 

Additionnant (1) et (2) on a 
MQ + PQ = MP = R, ~ 
rayon de la circonférence 0. 

Donc, quel que soit le point j^, 
M, il est toujours éloigné de 
ÂB d'une quantité constante. 
Le lieu des points M est donc 
la parallèle au point S, à la 
droite AB. Le lieu se compose 
donc du système des tangentes 
au cercle G parallèles à AB. 

r^OTA. — Ont résolu la même question : MM. Deville, à Lorient ; Puig, à 
Marseille ; Bordier, pensionnat de Blanzac (Charente) ; Musy, Richelet collège 
de Pontarlier; Pesplanques, collège de Gondé; RieheleC, Stuv, à MouUos; 
Bablon, à Epinal. 




>i.^,^- 



QUESTION 58 

Moluilou par M. Berthelot, maître râpétiteur au Lycée de BourgM. 



On considère l'équation du quatrième degré 

(œ + a)(x + a + i)(x + a + 2)(a5 + a + 3) + h = o. 

On propose de résoudre cette équation et de montrer que ses 
racines sont imaginaires si h est supérieur à 1 ; deuxxi à deux 
coïncidenteê^ si h as i^ et réelles êih est inférieur à l. (G. L.) 

Cette équation peut s'écrire 

[{x + ol)(x + a + 3)][{x + a -f iXa? + « + ;i)] + A = o 
[a?» + (2a + 3)05 -|- ** + 3a + 2][x* -|- (2a -f" 3)x -|- «* 

-f- 3a] -f- A = o. 

Si on pose x* + (^a + 3)0? -f" ** + 3a = y, (1) 

l'équation transformée devient 
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d'où t/' = _ I + v/7"=l 

Remplaçons successivement dans (1) y par ces valeurs, il 
en résulte pour x les quatre valeurs suivantes : 

- (2a + 3) + y/s + 4 \/7=i . 



x. = 



Ul/o — — 



Xn = 



X, 







. 




- (2a + 3) - 


■0 + 


4/1 - 


-ft 




2 






- (2a + 3) + 


V' 


4v/i 


— A 




2 






-(2 a + 3)- 


.0- 


■4\/~ 


— A 



2 

Ces valeurs seront réelles si 5 > 4t/i y^. 

Si A >> I, la quantité sans le radical est imaginaire, par 
suite les quatre racines sont imaginaires. 

Si A = I, la quantité sans le radical égale 5 ; les racines 
sont deux à deux égales. 

Si A < I, la quantité 4 J i h est plus petite que 5 ; les 

racines sont des lors réelles. 

Nota. — Ont résolu la même question : MM. Chevalier, à Sainte-Barbe ; 
Deyille/brigajdier d'artillerie, à Lorient; Mosnat, à Tbiers; Rongelin, Sauv, 
Giat, à Moulins; Bablon, à Epinal. 



QUESTION 59 

jlk>lutlon par M. Chevalier, élève à l'École préparatoire Sainte-Barbe. 



Résoudre l'équation 

x(x + a) (x + ^) (x + a + p) + h = o. 

(G. L.) 
Cette équation peut s'écrire 

[X (05+ a4- p)] [(X + a) (X+ P)] + h = o 
[x* + (a + p) x] [x* + (« + ?)« + ^P] + A = o 
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et si Ton pose x^ -j- (a -{- ^) x = y, (1) 

réquation transformée devient 

d ou u = ^ — ^ — î- — -I— 

^ 2 

En remplaçant dans (1) et résolvant on trouve 

— (a + ^) ± v/a* +^' ± 2. v/a» ^* — 4 /l 

a; = ■ 

2 

Nouslaissons an lecteur le soin de discuter cette valeur de œ. 

Nota. — Ont résolu la même question : MM. Berthelot. à Bourges ; Puig 
à Marseille ; Marny, à Valenciennes; Deville, brigadier d'artillerie, A Lorient- 
Giat, Rougelin, Sauv, à Moulins; BabloD, à Epinal. ' 



QUESTION 61 

Siolation par M. Bablon, élève au Collège d'ÉpJnal. 



Résoudre Véquation 

" +-:r^+ .^r. 1 \ ,, ■ „ =o. 



X+l X + 2 x+3 (x+ i){x + 2) (x+3 

(G. L.) 
Réduisant au même dénominateur, il vient, en chassant 
le dénominateur, 

X (x + 2) te + 3) + 2x {x -f i) (oî + 3) + 

305 (x + (^ + 2) + 4 = o. 
Cette équation peut s'écrire 

x(x+3) {3x + 4) + 3aî» (a? + 3) + {6x + 4) = o 

ou ce (a? + 3) (6x + 4) + 6a; -f- 4 = o 

ou enfin {6x + 4) te* -^ 3x + i) = o. 

Elle se décompose en deux autres : 

3 

6a? + 4 = o, d'où X = 



2 ' 



et ac* 4" 3i» + I = o, 

- 3 ± v^ 5" 
qui a pour racine • 

Nota. — La même question a été résolue par MM. Savonnet et Simon, à Salins. 
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QUESTION 63 

liolation par M. Chollbt, élève au Lycée d'Angers. 



Les premiers termes d'wie série sont 1,7 et 19; mais on a 
perdu la loi de réeurrenee de celte série; on sait seulement que 
le terme général u„ était une fonction entière et de second degré 
en n. 

Retrouver cette série et démontrer que la somme des n premiers 
termes est égale à n*. (G. L.) 

1. ^^ On «ait que Un = a»* + f^** "f" Y 



On en déduit 



Ce qui donne, 



7 = 4a + ip -f y 



a= 3 p= 3 Y= I. 

Par suite 

w„ = 3 (n* - n) + I = 3n (n — i ) + i . 

On pourra donc reconstituer la série de la manière sui- 
vante : 

Sur une première ligne horizontale on écrira la suite natu- 
relle des nombres entiers, précédée de zéro. 

Sur une seconde ligne on écrira le produit de chacun des 
nombres de la ligne (I) par celui qui le précède immédiate- 
ment. 

Enfin sur une troisième ligne on écrira le triple augmente 
d'une unité de chacun des nombres de la ligne (II). — La 
ligne (Ht) contient alors la série demandée ; 

(I) o I 2 3 4 5 6 7 8 ... * 

(II) o 2 é 12 20 3o 42 56 i . . . 

(III) I 7 19 37 61 91 127 169 ... . • 
1. — Appelons S la somme des n premiers termes de 

la série. — En vertu de Tégalité Un =s. 3 (n' — ^) "^^ ^^^^ 
pouvons écrire 



JOURNAL DS MATHÊMÀTiQUfiS ÉLÉlUtNTAIRSS È4 

S = 3{i^— i)+ I +3(2» — a)+ I +3(3« — 3)+ I 

. . . +3(n« — 2)-f I. 

Ou en^groupant les facteurs de même espèce 

S=3[(i« + 2»-f 3« ... +n*)— (I +2 + 3...+n)] + rt. 

L'expression entre crochets représente Texcès de la somme 

S, des secondes puissances des n premiers nombres» sur la 

somme S^ des premières puissances de ces mêmes nombres. 

n(n 4" i)(2n -|- i) 



Or S* = 



6 



et 

2 



_ n(n+ i) 
^1 — : • 



Portant ces valeurs dans S, on a 

2 = 3 r ^(^+ 0(^^+ _ 4^^+ 1 , ^ 

Et après réduction i] = n' c. q. f. d. 

Nota. — La même question a été résolue par MM. H.- S., à TeulooM; 
Gilloteaux au lycée Gharlemagne; Savonnet, Simon, à Salins; Desf^ltnqiM», 
à Gondé. 
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QUESTIONS PROPOSÉES 



67. — On considère un rectangle dont les sommets sont 
les points 0, P» Q, R. Par les points P, Q, on fait passer une 
infinité do cercles ; soit A l'un d'entre eux. G« cercle À eoupe 
QR en un point M, et la droite OM coupe à son tour le cercle 
A en un point I ; démontrer que le lieu du point I «si u&e 
circonférence. (G. L.) 

68. — On considère un cercle fixe A, et un diamètre 
fixe PQ de ce cercle. Soit A un point,, supposé mobile, sur 
A ; abaissons de ce point une perpendiculaire AB sur PQ, et 
du point A comme centre, avec AB comme rayon, décrivons 
une circonférence qui rencontre A aux points G et D; la 
droite CD rencontre AB au point L 1<* Trouver le lieu décrit 
par le point I ; 2® démontrer que si Ton considère sur A deux 
points A et A' tels que la corde AA' «oit vue du centre sous 
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un angle droit et si Ton répète au point A' la construction 
indiquée pour le point A, les distances du point aux deux 
cordes CD, CD' ainsi déterminées ont une somme constante; 
3® étudier les variations de CD quand le point A se déplace 
sur A ; 4® après avoir remarqué que le point I est le milieu 
de AB, on propose de démontrer que les cercles décrits sur 
BP et BQ comme diamètres sont tangents l'un et l'autre à la 
droite CD; S® CD rencontre PQ en un point R; démontrer 
que la polaire du point R par rapport aux droites AP et BQ 
passe par le pied de la perpendiculaire abaissée de B sur CD. 

(G, L.) 

69. — Dans un triangle ABC, on a 

_ — /t' 

R, l, m, h étant respectivement le rayon du cercle yifiCTTt', la 
bissectrice, la médiane et la hauteur partant d'un même 
sommet. (E. Lemoine.) 

70. — Dans un triangle ABC, si /ii, h^y As sont les trois 
hauteurs partant de A, B, C, x, y, z les distances du point de 
concours des hauteurs aux côtés BC, AG, AB, on a 

II hi -}- X 

+ "TT7 = 



^H = ^ f-^ 



h^z h^y hiX (h^ — x) 

(Em. Lemoine,) 

71. — Dans un triangle ABC, on mène les bissectricesL 

BD, CF des angles en B et C, et la droite DF. Démontrer que 

si d'un point quelconque M de DF, on abaisse les perpen- 

. diculaires MP, MQ, MN respectivement sur AB, AC, BG, on a 

MN = MP + MQ. (D. André.) 



Le Rédacteur-Gérant, 
E.VAZEILLE. 
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LA GEOMETRIE RÉCURRENTE 

Par M. €t. de lioni^champi. 

[Suite, voir p. 3.) 



8. — Théorème III. — Soit im polygone complet foi^mé 
par les cinq droites i, 2, 3, 4, 5; soit fait abstraction de l'une 
d'entre elles ^ de la droite 5 par exemple. Au quadrilatère com- 
plet I, 2, 3, 4, correspond un cercle d^ ordre quatre y cercle 
précédemment défini : les cinq circonférences d'ordre quatre ainsi 
obtenues y en faisant successivement abstraction des droites données, 
vont passer par un même point. 

En effet G désignant le point, autre que O^je, qui est 
commun aux circonférences d'ordre quatre O^j^, O^js, 
nous venons de montrer que Ton avait 

O234 G Og,5 = 4.5 





2345 




234! 



D'autre pari, d'après la remarque établie au théorème I, 



on a 



^234 ^345 ^233 4*^ 



De ces deux égalités il résulte que les angles 

O234 G O235 et O234 O34J 0,33 
sont égaux ou supplémentaires. Dans Tun et l'autre cas, le 
quadrilatère G Ojj^ O345 Ojsjiestinscriptible. Mais le cercle 
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circonscrit au triangle O234 0345 O233 est précisément le 
cercle d'ordre quatre Ojgij. 

Ainsi les trois cercles O^js*? Oi288> O2345 passent par le même 
point; par suite Ton peut conclure que les cinq cercles 
d'ordre quatre passent par le même point. 

9. — Remarquons maintenant que la ligne 0^^s^ O^jag est 
perpendiculaire sur G Oj^j ; et O^^n ^ssi» sur G Ojs^. Consi- 
dérons le point O124; l^s trois points O^jj, 0,24, O234 sont 
situés sur la circonférence O1234, laquelle, nous venons de 
le remarquer, passe par le point G. Ainsi les deux droites 
^1884 Ojsis» Oi,34 Oi285 formcut un système superposable à 
celui des droites 0^^^ O^j, O^j* Ojs^. D'ailleurs nous avons 
reconnu (§ 4) que l'angle O128 0^24 O,,^ était égal à l'angle 
des deux droites qu'on obtenait en retranchant aux indices 
extrêmes les numéros qui leur sont communs. On a donc 

^laa ^124 ^'284 =^ f^4J 

par suite O1285 O1284 ^2Si^ = i-4- 

Nous pouvons alors énoncer la propriété suivante ; 
Si Von considère trois cercles d'ordre quatre : 0^^ 0^ 0^^ V angle 

0^ Og Oy est égal à celui des deux droites dont les numéros 

s'obtiennent en retranchant aux indices extrêmes les chiffres 

qui leur sont communs. 

10. — Appliquons cette remarque aux trois angles 

on reconnaît que le triangle formé par les trois points 
0^^ Oa Oy a des angles égaux ou supplémentaires deux à 
deux de ceux du triangle formé par les numéros qui ne sont 
pas communs aux trois indices a p y. 

Pour préciser ce point considérons les trois centres d'ordre 
quatre 0^234» G2345, O^^i^^, 

Il y a nécessairement aux trois indices deux numéros com- 
muns ; ici ce sont les chiffres 3 et 4. Les autres numéros 
sont I, 2, 5 : les angles du triangle 0^234 0234g ^s^u sont deux 
à deux égaux à ceux du triangle i 2 5 ou deux à deux sup- 
plémentaires des angles de ce triangle. Mais deux triangles 
qui jouissent de cette propriété ont, comme l'on sait, leurs 
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angles nécessairement légaux deux à deux, et sont par consé- 
quent semblables. Nous dirons donc : Le triangle 0^ 




formé par trois centres d'ordre quatre est semblable au triangle 
déterminé par les trois droites dont les numéros s'obtiennent en 
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supprimant aux trois indices a, g, y les deux numéros qui leur 
sont communs. 

11. — Théorème IV- — Les centres des cinq circonfé- 
rences d*ordre quatre qui correspondent à un pentagone foiiné 
par cinq droites indéfinies et deux à deux concourantes sont 
situés sur une même circonférence. Cette circonférence est d*ordre 
cinq. 

Il résulte, en effet, delà remarque que nous venons de faire 
(§ 9), que les angles obtenus en joignant les deux points 
Oi234, O2843 successivement à chacun des points 

^1238» ^1248» ^H 45_ 

sont tous les Irois égaux à Tangle i.5. Les cinq points O 
d'ordre quatre sont donc situés sur une même circonférence. 
C'est cette circonférence d'ordre cinq que nous désignons 
par la notation O^j^s. 

12. — Théorème V. — Lorsque cinq droites 12345 sont 
tangentes à une même parabole, les cinq circonférences d'ordre 
quatre passent par le foyer de la courbe. 

Considérons, en effet, les trois circonférences d'ordre quatre 

^1284> ^2848» ^8481 

qui se coupent au point G (théorème III). En dehors de ce 
point G ces circonférences se coupent deux à deux aux 
points O234, Oj34, O345. 

Les droites GO134, GO,^- sont perpendiculaires, respective- 
tnent sur les droites 

On a donc O^g^ GO345 = O^g^ O3431 O^sts.- 
Mais nous avons vu (§ 9) que Ton avait 

^1234 ^8431 ^2848 =1.5. 

On a donc finalement 

Le point F, par oli passent tous les cercles d'ordre trois, 
dans l'hypothèse où les cinq droites sonttangentesàune même 
parabole, jouit précisément (§ 4) de cette propriété. Cette 
Remarque s'appliquant aux indices i, 2, 3, 4, 5 combinés deux 
à deux de toutes les façons possibles, on peut conclure que 
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le point G coïncide avec le foyer F de la parabole tangente 
aux cinq droites proposées. 

13. — Théorème VI. — La circonférence dH ordre cinq 
qui correspond aux cinq droites i, 2, 3, 4, 5; lorsqu'on suppose 
qu'elles sont tangentes à une même parabole, passe par le foyer 
de cette courbe* 

En effet, considérons le quadrilatère 

Cj(Ji2J4 vJj,45 U3451; 

nous allons reconnaître qu'il est inscriptiblo. 




Z^h 



On a vu (§ 7) que Tangle 0^ G Og pour des points d'ordre 
quatre était égal à celui des deux droites dont les numéros 
s'obtenaient en retranchant aux indices a et ^ les chiffres 
communs. 

D'après cela on a donc 

^1884 ^ ^3451 ^^^ 2 . D. 

On a vu aussi (§ 9) que l'angle 0^ 0^ 0^ pour des points 
d'ordre quatre était égal à celui des droites dont les numéros 
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s'obteiiaient en supprimant les deux chiffres communs aux 
indices a, y. On peut donc écrire 

Ol284 ^2845 ^8451 = 2.5. 

Le quadrilatère considéré est donc inseriptible. D'ailleurs 
le cercle circonscrit au triangle O1284 0,3^5 O3451, c'est le cercle 
Oi2348> on peut donc dire que le cercle d'ordre cinq passe 
par le point G foyer de la parabole inscrite au pentagone 
proposé. 

14. — Les théorèmes V et VI sont des cas particuliers des 
théorèmes généraux que nous avons donnés plus haut en 
supposant cinq droites quelconques et non pas cinq droites 
tangentes à une même parabole. Ces cas particuliers ont 
été retrouvés par M. Ritschie(*).Il nous reste à montrer com- 
ment on étend à n droites quelconques duplanles théorèmes 
m et IV. 

Nous indiquerons d'abord, à propos de cette généralisa- 
tion, la notation qu'il nous paraît bon d'employer pour ex- 
poser les raisonnements nécessaires à cette généralisation. 
Le point sur lequel on effectue une étude de géométrie ré- 
currente étant désigné par P, nous l'affecterons de deux in- 
dices. L'indice supérieur indiquée Vordre du point; Vindice 
inférieur représente le numéro de la droite qui a été supprimée 

pour considérer le point en question. D'après cela PÎ désigne 
un point P d'ordre a obtenu en considérant (a + droites, 
parmi lesquelles on a supprimé celle qui portait le numéro p. 
Lorsqu'il n'y a pas d'indice inférieur à la lettre P, lorsqu'on 
écrit P'* on entend représenter par là le point P d'ordre n 
qui correspond aux droites i, 2, ... n. De même P^g^ 
désigne le point P d'ordre (n — 2) qui correspond au polygone 
complet obtenu en supprimant les droites a,P, et ainsi de 
suite. Ces notations peuvent présenter quelque difficulté, 
quand on les emploie pour la première fois ; mais elles sont 
indispensables à une étude de géométrie récurrente. 

15. — Il est maintenant facile de comprendre comment 

(*) Messenger of mathematics^ vol. IV, p. 127. ^ Nouvelle Correspondance 
mathématiquej 1877, p. 147. 
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on pourra passer de Tétude des polygones de (n — i) droites 
à celle du polygone de n droites. On admettra les propriétés 




n 2 

CL, G 



établies ei-dessus pour tous les points P d'ordre (n — 2) 
qui se déduisent, d'après la loi étudiée, des polygones de 
(n— 1) droites; on démontrera que ces propriétés appar- 
tiennent encore aux points P d'ordre (n — i) obtenus avec 
un polygone de n droites, quand on fait successivement 
abstraction de l'une d'entre elles. Les théorèmes démontrés 
pour les points P d'ordre (n — i) subsisteront donc pour les 
points P d'ordre n. 
Considérons les trois points d'ordre (n — 2) 

o;^^ oy, 0:^?. (A) 

Le cercle qui passe par ces trois points, cercle qui ren- 
ferme tous les points 0"""^'Oa72' ^^^-^ ^ P^^^ centre le point 
que nous désignons par 0^ . Considérons de môme le cercle 
^p . Ces deux circonférences ont un point commun, savoir : 

^a^ : nous désignerons par G le second point d'intersection 
de ces deux circonférences. 
Les points (A) sont trois points d'ordre (n — 2) apparte- 

(I 2 ..«.TlX 
— — '-^-^ — j ; si l'on 
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coD vient de désigner ainsi les (n — i) droites qui se dé- 
duisent des droites proposées 1,2. ... n; en supprimant 
celle qui est numérotée a. 
On peut appliquer aux points (A) la propriété du § 9; on a 

donc o;^»o;^?0;-?=p7, (i) 

Prenons maintenant sur la circonférence OJ"^ le point Og"!» 

qui est certainement situé sur elle ; ceci résulte de la défini- 
tion même de cette circonférence 0"~^ De Tégalité (1) on 

conclut 0^^^ G 0»j2 = f;^. (2) 

Cette égalité constitue un principe, duquel on déduit 

(ig^%'=-'P'- (3) 

Des égalités (2) et (3) on tire 

0"^' G 0;- = a,^. (4) 

Ceci posé, considérons les trois points 

n«-2 0^-2 o»-2 
^^/3' ^-13' ^a(3' 

qui sont trois points d'ordre (n — 2) du polygone 

/ I .2 . . . n \ 

\ P' )• 

On sait que l'on a (§ 9) 

En comparant (4) et (5) on voit que le cercle 0^7r^ 0^/^ 0'^? 

passe par le point G. Tous les cercles 0/*~', 0^-^, . . . passent 
donc par le même point G. 
On voit ensuite, en raisonnant comme nous l'avons fait 

< 

plus haut (théorème IV), que les n points d'ordre (n — i) 
appartiennent à une même circonférence. Cette circonférence 
passe par le point G, quand les n droites sont tangentes à 
une même parabole, et ce point G est alors le foyer de cotte 
courbe. 

Nous pouvons donc finalement énoncer le théorème sui- 
vant : 

Théorème général. — Soil un système de n droites 

I, 2, 3, ... n 
deux à dQux concourantes ; faisons abstraction de l'une d'entre 
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elles : nous obtiendrons (n — i) droites formant un polygone 
complet auquel correspond un point tordre (n — i)et une cir- 
confé7*ence d'ordre (n — i ) définis par la loi de récurrence que 
nous avons développée. Cette loi qui prend pour point de départ 
la considération des cercles circonscrits aux triangles formés 
par les quatre droites d'un quadrilatère complet, conduit aux 
conclusions suivantes : 

1® Les n circonférences ainsi obtenues passent par un même 
point G; 

2** Les centres de ces circonférences sont situas sur une même 
circonférence 0; 

3^ Dans le cas particulier oii les n droites enveloppent une 
même parabole, le point G est le foyer de la courbe et la cir- 
conférence passe par ce point. 

(A suivre.) 



ETUDE SUR LE CERCLE DE BROCARD 

Par M. A« Morel. 

(Suite, voir p. 10.) 



5. — Lorsque le triangle a une forme particulière, on peut 
trouver facilement la valeur de l'angle a, et par suite la 
position des points w et w. 

Si le triangle est équilatéral, il est évident que Tangle a 

est égal à 30^; les points co et lù' sont confondus au centre 

du triangle. Du reste, la formule qui donne a devient alors 

cotg (X = 3 cotg A = y/37 

Donc a = 30«. 

^ A. 

Si le triangle est isoscèle, on a B = G = . Donc 

2 

cotg a = cotg A -f- 2tg — . 

En remplaçant cotg A par — cotg tg — , on trouve 

3 ^ A , I ^ A 2 cos A 
cotg a = — tg 1 cotg — =t 



2 2 2 2 sin A 

JOURNAL DE MATH. ÉLÂM. 1883. â. 
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Lorsque le triangle est rectangle 
A=— ,et B== — — C; 

2 2 

2 

on a alors cotg a = cotg B + tg B = — r 




A B 

6. — Cherchons dans le cas général la distance des deux 
points (0 et w'. Soient d celte distance, wBA, wGB les angles 
égaux à a. En désignant Aw et'Aw' par x et x\ on a 

c sîn a ^ , b sin a 

sin A. sin A 

Le triangle ww'A nous donne 

8« = œ» + x^ — 2X(r'cos (A — 2a). 
Si nous remplaçons x et œ par leurs valeurs, nous trouvons 

B* -^V-r— = fc-^ + c* — 26ccos(A — 2a); 

d'autre part nous avons 

6^ -j- c* = a' + 2^^ ^os A; 

donc S* .-. — r-T — = a* — 46c sin a sin (A — a). 
' sin* a 

Nous trouverions de même très facilement les valeurs 

^. sin* B , , . . /T^ X 

8* — r-T — =0* — 4ca sin a sin (B — a) , 
sin* a 

S* . , = c* — 4a6 sin a sin (G — a), 
sin* a ^ ^ 

En égalant les deux premières valeurs de 8*, nous avons 
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a^ — 4hc sin a sin (Al — a) 6' — 4ca fia a sin (B — a) 

sin* k. sia* B 

Cetle relation donne, après réduction» 

b sin (A — a) a sin (B — a) 

sin* A sin* B 

ou encore sin* B sin (A — a) = sin' A sin(B — a) 

d*ou nous tirons 

. ^ sin' B cos A — sin' A cos B 
cot$: A = -r 



'° ^ sin A sin B sin i] sin (B — A) ' 
Mais on a 

sin' B cos A — sin' A cos B 



. ,^ ^ , = sin' A 4- sin B sin G cos A; 

sin (B — A) 

par conséquent, nous retrouvons ici l'expression déjà obte- 
nue pour cotg a : 

sift' A + sin B sin G cos A 

cotg a= : — r — : — . . 

sin A sin B smC 

7. — La discussion de la valeur que nous venons d'indi- 
quer pour la valeur de B conduit à un résultat intéressant. 
Nous avons trouvé Tégalité 

8' — r-T — = a* — 4bc sin x sin (A — çt). 
sin* a ^ 

Or on a aussi 

... , sin a sin* A 

sin (A — a) = ' . p . ^ . 
^ ' sin B sin G 

Donc on trouve 

..sin* A „ , sin* a sin* A 

S* — r-; — == a* — 46c 



sin* a sin B sin G 

Mais, d'autre part^ dans le triangle ABG, on a 

a 6 c 

sin A sin B sin G ' 

On en tire facilement 

S' sin* A ,. . ^ . 

— r-- = a*{i — 4 sm* a\ 

sin* a \ T 

et par suîle on a 

abc 8 



sin A sin B sin G sin a y/ 1 - 4 sin* a 

B étani le rayon du cercle circonscrit au triangle. 



: = iR, 
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Cette intéressante relation entre 8, Tangle a et le rayon, 
nous apprend en outre que, pour que l'on ait des valeurs 
réelles, il faut que l'angle a ne dépasse pas 3o degrés; car 
cet angle est évidemment aigu et son sinus, comme nous le 

voyons, ne peut surpasser — . 

On pourrait, du reste, obtenir ce résultat en partant im- 
médiatement de la formule 

cotg a = cotg A + cotg B + cotg C. 

Les angles A, B, C, étant les angles d'un triangle, on a 

cotg C = — cotg (A + B). 
Donc 

cotg a = cotg A -j- cotg B — cotg (A + B)* 

Supposons d'abord l'angle A constant; il suffît donc de 
chercher le maximum ou le minimum de 

cotg B — cotg (A + B), 

2 sin A 

ou de • -. ;-: — ; r^r-. 

cos A — cos (A + 2B) 

Cette expression, essentiellement positive, passera par un 
minimum pour cos (A -}- 2B) = — i 

ou A -f" 2B = TT. 

Mais déjà A + B + G = n: ; 

donc B = G, 

' et par suite, pour une valeur donnée de A, a deviendra 
maximum lorsque le triangle sera isoscèle, les côtés égaux 
étant ceux qui compreunent l'angle A. 

Cherchons maintenant pour quelle valeur de A la fonction 

cotg X = cotg A + 2 tg 

devient minima. 

Nous avons vu que cette expression pouvait se mettre 

3 tang« — + I 

sous la forme colg a = ■ ; 

2 taug — 
2 

il est alors facile de voir qu'elle passe par un minimum pour 
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alors A = 60® , 

et par conséquent le triangle est équilatcral. 



{\ suivre,) 



> 



QUELQUES THEOREMES DE GEOMETRIE ELEMENTAIRE 

Par M. E. Catalan (*). 



1. — Annexes d'un h^iangle. — Soient M, N, P les points 




>>^ 



•/ 



Fig. /. 



\< 



V 



M 



symétriques des sommets A, B, G d'un triangle, relativement 
aux côtés BC, GA, AB. Si Ton mène les droites PB, NG, 



[*) Extrait du Bulletin de l'Académie royale de Belgique j 3« série, t. IV, 
n*' 9, 10, 1882. 



38 JOUBNAIi DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

elles déterminent en général, avec BG, un triangle BGA.' {*), 
que l'on peut appeler annexe de ABC, suivant BG. De même, 
GAB', ABG' sont des annexes. Ges triangles jouissent de 
propriétés assez remarquables. 

2. — Angles des annexes. — Soit Bx le prolongement de 
AB. D'après la construction, 

A'Bx = PBA = CBA = B ; 

donc ABC = 2^ — 2B. 

De môme, BGA' = 2^ — 2G. 

Par conséquent, A' = 2'' — 2A, (^*^) 

Ainsi, les angles de l'annexe suivant BG son^ les suppléments 

de$ doubks des angles de ABC. Il en est de mome pour les 

deux autres annexes. Gonséquemment, les trois annexes sont 

semblables ; et, en outre : 

ABC = ABC = B', 
BGA' = AGB' = G', 
BAC' = GAB' = A'. 

3. — Remarque. — Soit le centre du cercle inscrit au 
triangle ABC. L'angle au centre^ BOC, est double de A. 
Donc BOG + A' = 2^^ : le quadrilatère BOCA' est inscriptible. 
DemêmeGOAB',AOGA'sont des quadrilatères inscriptibles C^**). 

4. — Hexagone des annexes» — Dans l'hexagone 

A'G B'A G'B A', ^ 
les angles en A', B', C ont pour valeur, respectivement: 

2^ — 2A, 2^ — 2B, 2^ — 2C. 
L'angle en A égale 

CAB' + A + BAC' == 2A' + A= 4^ — 3A. 
Donc Vangle extérieur (****) B'AC est le triple de A. Sem- 
blablement : angle ext. B'CA = 3C, 

angle ext.G'BA' = 3B. 



(*) Il est visible q«e, si l'angte A est droit, les lignes PB, NC soirt paral- 
lèles entre elles. Cette «onekisûHi résulte, d'ailleurs, des valeurs «uirantes. 
(**) Lorsque A = l^', A' est nul, conformément à la remarque précédente. 
(***) Nous reviendrons sur c«tte propriété. 
(•*'*) Vaxpremon: angle extérieur, n'a pas, ici, la signification habituelle. 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 39 

5. — Remarques. — I. La somme des angles intérieurs, en 
A, B, C, est 12" — 3(A + B + C) = 6^ 
donc un au moins de ces trois angles surpasse deux droits. 

IL L'hexagone est non convexe, 

IIL La somme des angles intérieurs, en A', B', C, égale deux 
droits. 



\j^ 



6. — Théorème. — 4^ La droite A A', qui joint un sommet 
de ABC au sommet correspondant d'une annexe BGA', contient 
le centre. de la circonférence circonscrite au premier triangle 
et le centre ol de la circonférence inscrite à F annexe ; 2^ fe second 
centre est situé sur la première circonférence. 

Soient B/* perpendiculaire à BA, Gg perpendiculaire à CA. 

D'après la définition (1), , , ^ 

ces droites sont bissec- ,'" 

Irices des angles GBA', 
BAC ; dont elles se cou- 
pent au centre a du cer- 
cle inscrit à Fannexe. 

En second lieu, la 
oArconférence décrite 
sur Aa, comme diamètre, 
contient les sommets 
B, C : elle est circon- 
scrite au triangle ABC. 

Menons la droite aA', 




-' c 



fig. ft. 



laquelle est bissectrice de l'angle A'. Nous aurons 
BxA' = 2** — JL (A' + B) = A -f B; 

el, parce que BxA, BGA sont inscrits au même segment, 

BaA=BGA=a 

Donc BaA' -f BaA = A -f B -f- C = 2^ 

A'aOA est une ligne droite, 

7. — Corollaires. — L Se, dans le cercle 0, la corde BG 
est fixe^ et que le point A soU mobile, le lieu du point A' est 
un arc de la circonférence BOG (3). 
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II. Si, au contraire^ le point A est fioce, et que la corde BA. 
soit mobile, le lieu du point A' est le prolongement du diamètre 
passant en A (*). 

8. — Autre construction de l'annexe. — Soit a le point 
diamétraleiiient opposé à A, dans la circonférence circons- 

7?; 




Fig 3, 

crite au triangle ABC. De ce point, comme centre, décriiez 
la circonférence tangente au côlc BG. Des extrémités de ce 
côté menez les tangentes BA', CA : elles se coupent en un 
point A', situé sur AOx ; et BA'. C'est l'annexe demandée. 

9. — Amiexes d'un polygone inscrit, ayant un nombre impair 
de côtés. — Soit, par exemple, le pentagone ABCDE, ins- 
crit à la circonférence 0. La construction indiquée ci-contre 
détermine les annexes DA'C, EB'D, ... ; puis le décagone 
AG'EB'D . . . , dans lequel les diagonales se coupent au centre 
du cercle donné (*). (A suivre.) 

(*) On verra, tout à l'heure, comment on doit prendre la corde mobile pour 
que le point A' soit fixe. 
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QUESTION 32 

il^olatioii par E. Mosnat, à Thiers. 



Démontrer que la condition nécessaire et suffisante pour que les 
deux équations ax* + bx + c = o 

(ab' — ba) x* + ^{ac' — ca')x + (bc' — cb') = o 
aient une racine commune est que l'une ou Vautre de ces équa- 
tions ait ses racines égales. (Lauvernay.J 
Si les deux équations 

ax* + 6ic + c = o 

aOî* + P^ + ï = O 

ont une racine commune, elle sera racine de Téquation ob- 
tenue en éliminant x^ entre les deux équations précédentes, 

c'est-à-dire égale à r— • 

^ aj3 — 6a 

Portons cette valeur (].e x dans la première équation ; nous 
aurons 

a(ca — ay)* + 6(ca — ay) (ap — fea) + ^(«P — ^*)' = o ; 
telle est la condition pour que les deux équations aient une 
racine commune. 

Développons et ordonnons par rapport à a, p, y, et suppri- 
mons le facteur commun o, différent de zéro, il vient 

cV 4- acf^^ -|- a*Y» + (6* — 2ac) ay — bp (ca + ay) = o. 

Dans le cas particulier considéré on a 

ca + «y = 



r 



et par suite cV + û*y* = — 2acay. 

4 
Portons ces valeurs dans la condition donnée, on obtient 

après simplifications 

si a est différent de zéro ; il faut donc que Ton ait 
ou • f>* — 4ay = o. 



4^2 
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c'est-à-dire que Tune ou l'autre des équations ait ses racines 
égales. 

Nota. ~ Ont résolu la même question : MM. Gino-Loria, à Mantoue ; 
Lacbesnais, lycée Saint-Louis. 



QUESTION 51 

iiolutiou par M. M. Vazou. 



On considère un cercle et devAJC diamètres rectangulaires AB, 

Gû; on joint le 
point G à un 
point M pris 
arbitrairement 
sur AB, et en ce 
point M on élève 
à CM une per- 
pendiculaire qui 
rencontre aux 
points "P et Q; 
si en ces points 
V et Q on mène 
les tangentes au 
cercle, ces droi- 
tes se coupent en 
U7i point I dont 
on demande le 
lieu géométrique 
quand le point 
^ se déplace sur 
AB. (G. L.) 

Menons 01 
qui rencontre 
PQ en L, et 
abaissons du 

3 I 

point I la perpendiculaire IH sur CD. 
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Ona 01 = ^. 

La similitude des triangles OGM et OML donne 



OL 



par suite on a 01 = R« x 



CM ' 

CM 



OM*' 
01 R» 



ce qui peut s'écrire ^^ _ ^^^ , 

mais la similitude des triangles OGM, HOI donne 

01 _ IH 

CM"~ OM' 
par suite IH=-|1; IH«= ^. 

La similitude des mômes triangles donne également 

OH _ 01 _ R' 

R "" CM "" OM» ' 

OH IH 
ce qm donne -^ = -j^^, 

m OM R 

ou = = , 

OH R IH 

Donc IH» = R. OH, 

ce qui montre que les points I appartiennent aune parabole 

R 
ayant pour sommet et pour paramètre — . 

Nota. — La même questioa a été résolue par M. Devllle, à Lorient. 



QUESTION 55 

^olation par M. Ch. Mascart, élève au Lycée Henri IV. 



On considère deux droites rectangulaires Ox, Oy, et dans un 
plan une courbe © quelconque, mais symét7'ique par rapport 
à Ox. Soit M un point de la courbe ; on mène la normale en M 
à <p ; puis ayant pris le point M', symétrique de M par rapport 
à Ox, point qui est sur (^,par hypothèse, on mène la tangente à 9 
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au point M'; cette tangente et la normale en M donnent deuxdroites. 
On considère les bissectrices de leur angle et, du point 0, on 
abaisse des perpendiculaires sur ces bissectrices. Lieu des pieds 
de ces perpendiculaires. 
Appelons a Tangle MAM' des normales à <p en M et M' ; 




h l'angle MBM' de la normale en M et de la tangente en M'; 
J3E, BE' les bissectrices de cet angle et I, r^,les projections 
du point sur ces bissectrices. 
Nous avons 

h= I dn — BAM' = a — i dr. 



AEB 



= 2 dr. — ('A + EAB^ zz= -i. dr. 



I 



XOI = I dr. — lEO = — dr. 

2 

On a de môme XOI' = — dr. 

2 



Le lieu cherché se compose donc de deux droites situées 
dans le plan de <p, se coupant en sur Taxe Ox et inclinées 
à io^ sur cet axe. 
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Le plan de 9 pouvant occuper toutes les positions pos- 
sibles autour de OccJ'ensemble de toutes les positions de la 
courbe sera une surface de révolution d'axe Ox, et le lieu sera . 
un cône à deux nappes d'axe Oop, de sommet 0, et d'angle au 
sommet égal à 4S®. 

Nota. — La même question a été résolue par MM. Deville, à Lorient; Julien 
Sauve à Moulins; Lenoir, Louvet et de Berthes, collège Stanislas; H., S. lycée 
de Toulouse. 



QUESTION 57 

S»ola4ioii par M. Jacob, lieutenant d'artillerie de marine, à Lorient. 



On considère un cercle G et une droite D tangente à G au 
point 0; sur D on prend deux points K et Q tels que OA.OB 

1 




— K*; K étant une ligne donnée par ces points A et B, on mène 
ù G des tangentes; soient A! et B' les points de contact. D'un 
point fixe P pris dans V espace on abaisse sur A'B' une perpen- 
diculaire PI. Trouver le lieu décrit par le point I. 



2r 
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I 

Dq point P de Tespace abaissons une perpendiculaire P<p 
sur le plan du cercle, la droite cpl sera perpendiculaire à 
A'B' et la question revient à trouver le lieu du pied de la 
perpendiculaire abaissée du point 9 sur A'B'. 

Soit M le point d'intersection de AA' et de BB', je dis que 
le lieu du point M est une parallèle à la tangente AB. Pour 
le prouver abaissons MB perpendiculaire à AO, évaluons de 
deux manières Taire du triangle MAB. On a 

MP (OA + OB) = 2r (OA + OB + MA'), 
r désignant le rayon du cercle donné. 

Or le rayon r est donné en fonction des côtés par la for- 
mule jor* = (p — a) {jp — h)(p — c), 
ou ici (OA + OB + MA') r« = A , OB . MA ; 
tirons de là la valeur de MA' : 

_ (OA + OB) r' _ (OA + OB) r« 
"" OA.OB — r» ~" K^ — r* ' 

(oA + OB + i^^tMll) 
donc MP = OA + OB ' 

MP est donc constant et par suite le lieu du point M est 
une parallèle à AB. Il suit de là que la corde des contacts 
A'B' passe par le pôle de cette droite A et la distance de ce 
point au point s'obtient aisément. 
Soit J ce point, on a 

GJ.GN = rS 

2K2r 

m (K' + r')r 

_ r (K' - r^) . 
^J - K» + r' ' 
la droite A'B'piassant par le point fixe J, le lieu I est le cercle 
décrit sur <pJ comme diamètre. 

Nota. Ont résolu la même question: MM. Santol, à Toulouse; Julien 

Sauve, à Moulins; 
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Traité d'algèbre élémentaire, par M. «i. Collin, ancien élève de l'École 

polytechnique. Paris, librairie Gauthier-Villars. 

L'algèbre de M. CoUin est faite à un point de vue absolument pratique, et 
cette qualité la rend particulièrement recomroandablepour les élèves qui, devant 
préparer des examens élémentaires, ont à se préoccuper du calcul algébrique. 

Le calcul proprement dit prend place maintenant même dans les compositions 
du baccalauréat es sciences ; cette année encore, dans plusieurs facultés on a 
donné des expressions à simplifier ou des systèmes d'équations littérales à 
résoudre. Et cependant combien sont peu nombreux les élèves qui savent cal- 
culer! Cela tient à ce que tous les petits détails et artifices qui constituent 
réellement le calcul ne s'enseignent qu'oralement et ne sont indiqués explici- 
tement dans aucune Algèbre imprimée jusqu'ici. M. Collin a voulu combler 
cette lacune, il a pris ces petits détails un à un, au fur et à mesure qu'ils se 
présentent dans l'exposition générale de la théorie, les explique, les développe 
et après chacun d'eux traite quelques exemples et propose des exercices ; de 
cette manière il familiarise l'élève avec le calcul algébrique. 

Pour les maxima et les minima, l'auteur commence par énoncer explicite- 
ment plusieurs axiomes ; puis il résout dix types généraux des problèmes et 
fait suivre chacun d'eux de quelques exemples. 

Les candidats au baccalauréat trouveront aussi dans ce livre tous les pro- 
blèmes importants sur l'équation générale du second degré, tels que la somme 
des puissances semblables des racines, la condition pour que deux équations 
aient des racines communes, etc. 

Quant aux élèves qui se préparent à Saint-Cyr, ou à l'École forestière, les 
chapitres sur les radicaux, les inégalités, les indéterminations apparentes leur 
seront fort utiles. Pour l'étude de la variation des fonctions, l'auteur emploie la 
méthode directe qui évite tout tâtonnement, et fait, en outre, sur la fraction du 
second degré plusieurs remarques importantes, et bien propres à guider les 
élèves ; nous signalerons ce qu'il appelle les courbes élémentaires de la fraction 

EnOn, pour résumer ce que nous pensons de ce livre, nous dirons que, 
avac ses 150 exemples résolus, et ses 400 exercices proposés, il constitue un 
excellent guide pour les élèves sérieux, qui veulent arriver aux examens avec 
une préparation complète pour l'algèbre, cette partie importante dans les com- 
positions écrites. A. M. 



QUESTIONS PROPOSÉES 



72. — Résoudre le système 

i^ i^ + y) = «^ (« + b) 

{X — t/) (x + 21/) {2X + 2/) = (« — ^) (a + 26) (2a + b). 

(E, Lucas.) 
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73-. — On considère une parabole P, de foyer F et de 
directrice A. Démontrer que les tangentes communes à P 
et au cercle décrit de F comme centre avec le paramètre 
pour rayon : 1° se coupent sur l'axe en un point symétrique 
de F par rapport à A ; 2° que Tangle de ces tangentes est 
de 60«. ' [G. L.) 

74. — On donne une droite A, et trois points A, B, G, en 
ligne droite; soit M un point quelconque de A; par le point 
B, on mène une droite qui rencontre MA au point I, et MC 
au point I'; on suppose d'ailleurs que BI = BI'. Trouver le 
lieu du point I et celui du point T. (G. L.) 

75. — On donne un quadrilatère inscriptible ABGD dont 
les diagonales se rencontrent en M. Du point M on abaisse 
des perpendiculaires sur les quatre côtés du quadrilatère. 
Les pieds de ces perpendiculaires forment un nouveau qua- 
drilatère apyB ; on propose de démontrer que ce quadrilatère 
est circonscriptible. [I. H. S.) 

76. — On propose de résoudre les deux équations 

xlx' + y' — djx + y)] ^ a 
iy-\-x-d){x' + y') d' 

^* + 2/* — d ((^ -{-y} à 

on vérifiera que les formules demandées s'obtiennent pat 
la simple permutation des lettres a et x d'une part; b ei y 
de l'autre. (G. L,) 



Le Rédacteur-Gérant, 
E. YAZEILLE. 
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LA GÉOMÉTRIE RÉCURRENTE 

Par M. €}• de lionf^champs. 

[Suite, voir pages 3 et 25.) 



DEUXIÈME APPLICATION 

Étude de géométrie récurrente sur la droite de Simson, 

16. — On sait que si d*un point M pris sur une circonfé- 
rence O on abaisse des perpendiculaires sur les côtés d^un triangle, 
triangle dont les sommets i, 2, 3 sont situés sur 0, les pieds de 
ces pei'pendiculaires sont situés sur une droite A^j,. 

Ce théorème est dû à Simson. Nous appellerons droite de 
Simson cette droite i^r^,,, et pour rappeler qu elle est obtenue 
au moyen de trois points pris sur la circonférence (abstrac- 
tion faite du point M), nous dirons qu'elle est d'ordre trois et 
qu'elle correspond au point M. Enfin pour mieux distinguer 
ce point M, nous le nommerons point fondamental. 

Prenons maintenant quatre points i, 2, 3, 4 sur la circon- 
férence 0. Si nous faisons successivement abstraction de l'un 
de ces points, nous obtiendrons quatre triangles : à chacun 
d'eux, et au point M, correspond une droite de Simson d'ordre 
trois, ces quatre droites sont liées les unes aux autres par des 
propriétés que nous allons établir. 

17. — Théorème. — Le triangle formé par trois quel- 
conques des droites de Simson d*ordre trois 

^123 ^284 ^341 ^412 î 

droites qui correspondent aux quatre points 1,2,3,4 de /a (circon- 
férence 0, est semblable au triangle que l'on obtient en suppri- 
mant aux trois indices considérés le numéro qui leur est commun. 

Considérons en effet la droite de Simson A^jg, qui correspond 
au point M . Les angles marqués a et p sur la figure sont 
égaux, puisque le quadrilatère 3.M.Hi8.Hj3 est inscriptible. 
D'autre part l'angle p est complémentaire de l'angle M . 3 .Hjj, 

JOURNi^L DB XATB. ÉLÉlIff. 1883 , 3 
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angle qui est égal à M. i .2 (fig. 1), Celte remarque conduit 

d'abord à la 
propriété sui- 
vante : une 
droite de Sim- 
son d'ordre trois 
A428 €st inclinée 
sur Vun des cô- 
tés du triangle, 
sur le côté i .3, 
par exemple, 
d'un angle aigu 
qui est égal au 
complément de 
celui sous lequel 
lacorde^.'M.est 
vue d'un point 
quelconque de la 
circonférenceO, 
Considérons 
maintenant 
quatre points 
I, 2, 3, 4; sur 

la circonférence 0, et les deux droites A^jj, A124 qui corres- 
pondent au point M et aux deux triangles i23, 124. Ces deux 
droites, conformément à leur définition même, ont pour point 
commun Hjj, projection du point M sur le côté 1.2. Ces 
droites Ajjg, A^ji sont, d'après la remarque que nous venons 
de faire, inclinées sur le côté i .2 d'angles qui sont respec- 
tivement égaux à ceux sous lesquels on voit les cordes 3. M 
et 4. M d'un point quelconque de 0. On conclut de là que 
le système des deux droites A^^g A^jj est superposable au 
faisceau des deux droites 3. M et 4. M (fig. 2). 

On peut, d'après cela, énoncer cette seconde propriété : Si 
ton considère quatre points i, 2, 3, 4 sur une circonférence 
et deux droites A, de Simson d'ordre trois, correspondant à ces 
points, ces deux droites forment un faisceau qui est superpo^ 
sable à celui des droites qui joignent le point fondamental M 




Fig. 1, 
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aux deux points dont les indices ne sont pas communs aux 
deux droites A considérées. 



^l2^, 




• Fig. «. 

Considérons mainlenani trois droites de Simson d'ordre 
trois : A^,, A^^^ Ai,^ ; elles forment un triangle dont les angles 
sont égaux à ceux qu'on obtient en joignant le point M aux 
points 2, 3 et 4 ou sont supplémentaires de ceux-ci. On peut 
donc dire que les angles du triangle Aj,, A|,4 A],^ sont deux 
à deux égaux à ceux du triangle 234, ou sont supplémentaires 
de ces angles. Mais on sait que deux triangles dont les angles 
sont égaux ou supplémentaires ont nécessairement les 
angles égaux et, par suite, sont semblables. Nous pouvons 
donc conclure que les deux triangles A,,, A1J4 1^^ et 2. 3. 4 
sont semblables. Le théorème énoncé se trouve donc démon- 
tré, et il conduit immédiatement à la droite de Simson 
d'ordre quatre, droite définie comme nous allons le dire. 
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18. — Théorème. — Si du point fondamental M on 
ahai'ise des perpendiculaii^es sur les quatre droites de Simson 




d* ordre trois qui correspondent aux points i, 2, 3,4, les quatre 
points ainsi obtenus sont situés sur une droite : nous nommerons 
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cette droite droite de Simson d* ordre qimtre, et nous la désigne- 
rons par A|28t. 

Considérons en effet les trois points 

"lï» "iS» "li» 

projections respectives du point fondamenlal sur les cordes 
1.2, 1.3, 1.4. Le triangle formé par ces trois points est, 
justement, celui des droites que nous désignerons par 

^123» ^lî4» ^ISiï 

D*après ce que nous venons de voir, ce triangle est sem- 
blable au triangle 234; on a donc en particulier 

^i23^i3i^in = 3.1.4 (1) 

D'ailleurs les droites MH13, MHj^ sont perpendiculaires 
respectivement sur les droites f .3 et i .4 : on a donc (fig, 3) 

H,3MH,,= 3.1.4. (2) 

En comparant (1) et (2), on voit que le quadrilatère M H^ 
H|, Hi4 est inscriptible; propriété qui est d'ailleurs évidente, 
oes quatre points appartenant au cercle décrit fur la droite 
I. M comme diamètre. 

Cette remarque étant faite, si Ton applique le théorème 
de Simson au point M et au triangle Hi, H^j H^^, on obtient, 
en projetant ce point M sur les côtés de ce triangle, trois 
points H|„ H,24 H;84 qui sont situés en ligne droite. Du 
moment que parmi les quatre points H^jj Hi,^ Hij^ H,j4 trois 
sont en ligne droite, il est évident que ces quatre points 
sont situés sur une même droite. Nous convenons de dire 
que celte droite est une droite de Simson d'ordre quatre et 
nous la désignerons par Aj,,^. 

19. — Pour poursuivre l'élude de ces droites de Simson, 
il faudrait, du moins en obéissant aux idées générales que 
nous -avons précédemment exposées, chercher la loi géomé- 
trique qui lie la droite de Simson d'ordre quatre avec les 
droites de Siinson d'ordre trois. On reconnaît ainsi, et 
sans difficulté, que la droite Ai^si fait avec A^,, un angle égal 
au complément de V angle inscrit à la circonférence et dont l'un 
des côtés passe par le point M, tandis que Vautre passe par le 
point 4, 

Mais il se présente, dans cette question, une condition 
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parliculiëre qui permet de reconnaître immédiatement le 
théorème général. 

Prenons sur la circonférence 0, cinq points ij2,3, 4» 5; 
et considérons trois droites de Simson d'ordre 4, 

^H84> ^11461 ^118»' 

Ces droites peuvent être obtenues de la façon suivante. 
Imaginons le point Hj, et les trois droites de Simson d'ordre 
trois qui partent de ce point 

^123» ^t«4> ^1*5* 



\ 



M^c 




Si nous projetons le point M surces droites, on obtient les 
points Hjjj Hjj4 Hi„ 

et la droite Hj,, Hi,4, par exemple, n'est autre chose, d'après 
ce que nous avons dit au paragraphe précédent, que la droite 
de Simson d'ordre quatre Ai,,^. Ainsi le triangle H,28 'EL^^^ 
H125 est justement le triangle des droites A^jj^ \^^^ Aj,,,5. 

Ceci posé, le cercle décrit surH,,M, comme diamètre, passe 
évidemment par les points H^jj Hi,^ H^jj ; le théorème de 
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Simson prouve donc que les pieds H^j^ Hi,^, Hj,,» des per- 
pendiculaires abaissées du point M sur les côtés de ce triangle 
sont trois points en ligne droite. 

Aux cinq points considérés 1,2,3,4,5 correspondent 
cinq droites de Simson d'ordre quatre, et nous venons de 
reconnaître que si Ton projette le point M sur trois de eus 
droites, on obtenait trois points en ligne droite. De là il 
résulte nécessairement que les cinq points sont en ligne 
droite. On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Théorème. — Étant donnés cinq points 1,2,3,4,5 sur une 
circonférence on considère les cinq droites A de Simson d'ordre 
quatre, droites précédemment définies et qui correspondent à un 
certain point M de ; les projections du point M sur les droites 
A sont cinq points situés en ligne droite. Cette droite désignée 
par la notation A^sis est dite droite de Simson d'ordre cinq* 

20. — On voit maintenant comment on peut établir par 
un procédé calqué, pour ainsi dire, sur la démonstration 
précédente, le théorème général relatif aux droites de 
Simson. 

î^ous admettons la conception et les propriétés des droites 

de Simson d*ordre inférieur à n et nous voulons démontrer 

Texistence de la droite de Simson d'ordre n. A cet effet, 

nous imaginerons le point H1.2... ^n-3) et les droites de 

Simson d'ordre (n — 2). 

Al.2...(n-3)(n— 2) ^12...(n— d)(n— 1) ^12...(n-3)n 

droites qui, nécessairement, et d'après leur définition même, 
passent par ce point. Du point fondamental M on abaisse 
des perpendiculaires sur ces droites et en obtient trois points 

lll2» • «(n— 3)(n— 2)> ^i%' • •(n-3)(n—l)» "la* • «(n— 3)n 

qui, joints deux à deux, donnent trois droites de Simson 
d'ordre (n — i) 

Ajj. . . (n— 3)(n— 2)(n— 1) « A^j* • «(n— 2)(n3— n)> A^j • • • (fv--3)(n— l)n« 

Si maintenant on remarque que le cercle décrit sur la 
droite MH^j. . .(n-3) comme diamètre est circonscrit au trian- 
gle formé par ces trois droites, on voit que les projections 
du point fondamental sur trois droites de Simson d'ordre 
(n — i) sont en ligne droite. Mais alors les n projections 
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sont en ligne droite et nous résumerons ces propriétés sur 
la droite de Simson dans l'énoncé suivant : 

Théorème général. — Étant donnés n points sur une 
circonférence, si l'on fait successivement abstraction de Vun 
d'entre eux, on obtient (n — i) points auxquels correspond 
une droite de Simson d'ordre (n — i) ; droite définie précédem- 
ment, correspondant à un point M de la circonférence 0. Si 
du point M on abaisse des perpendiculaires sur ces n droites, 
les n points ainsi obtenus sont situés sur une droite. Cette 
droite désignée par la notation A^, . . . « est dite droite de Simson 
d'ordre n. 

21. — C'est cette propriété que nous visions plus parti- 
culièrement dans cette étude et, dans le but d'abréger la 
démonstration, nous avons, à un certain moment, comme 
on a pu le remarquer, abandonné l'étude des positions res- 
pectives des droites de Simson des différents ordres. Mais si 
Ton avait voulu poursuivre, par la méthode normale, Tétude 
des droites de Simson, on aurait facilement démontré la pro- 
priété suivante : ^ 

Théorème. — Le triangle formé par trois droites de Sim- 
son d'ordre (n — i ) est semblable au triangle dont les numéros 
s'obtiennent en supprimant, aux indices considérés, les numéros 
qui leur sont communs; 

Et aussi celle-ci : 

Théorème. — La droite de Simson d'ordre n, à g^, fait avec 
une droite de Simson d'ordre (n — i), Agitn angle égal au com- 
plément de l'angle inscrit à la circonférence donnée, angle dont 
les côtés passent : l'un par le point fondamental M, l'autre par 
le point dont le numéro n'est pas commun aux indices a et p. 

(A suivre.) 
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QUELQUES THÉORÈMES DE GÉOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE 

Par M. B» CJatalan. 

(Suitûy Toir page 37.) 



10. — Circonférence des neuf points (fig. 4). — Supposons 
que A, B, G soient les milieux des côtés d un triangle FOH. 
La circonférence devient la circonférence des neuf points 
(milieux des côtés, pieds des hauteurs, milieux des seg- 
ments compris entre les sommets et le point de concours 
des hauteurs), relative à ce triangle. D'après le théorème (6), 
cette circonférence contient les centres a, 6, y des cercles inscrits 
aux annexes de ÂBG; et ces centres sont diamétralement op- 
posés à A,B, C. (*) 

é^^ 7VK ^'T 7^ 



F 

Fig. 4. 

Voilà donc trois points ajoutés aux neuf{**) que l'on con- 
naissait (***). 

11, — Cercles ex-inscrits aux annexes (fig. 8). — A' A est la 
bissectrice de Tangle A' (6). Le côté BA^ perpendiculaire à 



(♦) En outre, les quadrilatères AC'EO, EB'DO, DA'CO, CE'BO, BD'AO sont 
inscriptibles, 

(♦•) Ou plutôt aux quime. (Théorèmes et problèmes de Géométrie élémentaire ^ 
6" édit., p. 177.) 

(***) Je fais abstraction, bien entendu, des points remarquables, en nombre 
indéfini, où la circonférence touche certains cercles. Loc, Cit.y p. 181. 
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la bissectrice Ba de ABC, est bissecteur de l'angle extérieur 
A!Bœ. Pour la même raison, Ci est la bissectrice de A'Gy. 




Donc A csl le cenlrc du cercle ex-inscril à l'annexe BC 
genl au côiéBG. Le rayon de ce cercle esl la hauleur 
Considérons les deux autres cercles ex-iascrits ■ 
Le centre de l'un est l'intersection de AB avec la an 
menée par A', perpendiculairement à A'A; le ce 
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l'autre est rintersection de celle même droite YZ avec AC. 
Par conséquent : 

Les centres des cercles ex-inscrits aux trois annexes sont : 

1® Les sommets du triangle ABC; 

2® Les intersections des côtés de ce triangle avec les' droites 
YZ, ZX, ZY, menées par A', B', G', perpendioulairement à A' A, 
B'B, ce. 

12. — Remarque. — Ces droites sont parallèles aux tan- 
gentes, en A, B, G, au cercle 0. 

13. — Lemme (fig. 6). — Soit ABG un triangle isoscèle^ 
inscrit à un cercle 0. Si n 

Von trace la corde AD, 
coupant en E la base du 
triangle, on a 

AD.AE=:AB^ 

MenoQS le diamètre / 
AOG et la corde GD. Le / 
quadrilatère DEHG, qui { 
a deux angles opposés \ 
droit?, estinscriptible(*). \ 
Donc 
AD.AE = AG.AH. 
D'après un théorème 
connu, le second membre 
égale AB.AG=ÂB^ donc 
la proposition est démontrée. 

14. — Relatio7i métrique. — Le lemme précédent, appli- 
qué à la figure 5, donne 

_ OB.OC _ R« 

"^- 01 -ôT' 




puis 



ou 



AA.'=R 



AI 



R 



AA' 



01' 

2L 

AI* 



(*) Autrement dit, les triangles ABG, AHE sont semblables. 
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TV » B OK R OL 

Demême bb^= ÊK' -œ = CL ' 

Par conséquent 

AA' ^ BB' ^ ce ~ AI ^ BK ^ ce ' 
Mais il est connu (et évident) que la somme des trois 
derniers rapports se réduit à l'unité (*). Donc enfin 

' _ _l_ _i_ _l_ _!_ - -L . 



AA' ' BB' ' ce R 
relation semblable à celle qui existe entre les rayons des 
cercles tangents aux trois côtés d'un triangle (**). Par suite, 
on peut construire un triangle dans lequel ces quatre rayons 
soient égaux à R, AA', BB', CC (***). 

15. — Théorème. — Si un triangle inscrit ABC (fig. S) 
a un sommet fixe A, et que le côté BC passe par un point fiœe I, 
appartenant au diamètre Aa, le sommet A! de l'annexe est inva- 
riable. 

En effet, on vient de voir que 

R* 
OA' — — - 

16. —Remarques. — I. La réciproque est vraie : Si le som- 
met A! est fixe, toutes les cordes BC passent par un point fixe, 
situé sur AA'. 

II. La propriété qui vient d'être démontrée complète l'une 
de celles qui l'ôtit été ci-dessus (7, H). 

III. Les points I, A' sont réciproques (****). Donc la polaire 
du point I est la droite YZ (II). De même ZX et XY sont les 
polaires des points L, K. 

# 

17. — Hexagone de Brianchon (fig. 7). — Les diagonales 



(*) De là résulte que, dans tout triangle rectUigne, 

sin 2A + sin 2B + sin 2C = 4 sin A sin B sin C. 
Cette proposition, également connue, est facile à vérifier directement. 
(*•) Théorèmes et Problèmes.., ^ p. 198. 
(♦♦♦) /d., p. 116. 
(*♦**) Éléments de Géométrie, p. 114. 
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de rhexagone A'GB'AG'B se coupent au point 0. Donc cet 
hexagone est circonscrit à une conique. 

V^---;;- 

\^^,^---. É 

\ ^. ^-*, " Jy/ \ •• 



18. — Hexagone de Pascal. — En 1848, nous avons fait 
connaître un théorème que Ton peut énoncer ainsi : 

Les jonctions successives des sommets alternants d*un hexa- 
gone de Brianchony sont les côtés d'un hexagone de Pascal (*). 

On vient de voir que G'BA'GB'A est un hexagone de Brian- 
chon. Donc les droites C'A', BG, A'B', GA, B'G', AB sont les 
côtés successifs d'un hexagone de Pascal. Cet hexagone est 
DEFGHI. Autrement dit, les points D, E, F, G, H, I sont 
situés sur une conique. 

10. — Circonférence des neuf points, — Supposons, comme 
précédemment (10), que A, B, G soient les milieux des côtés 
d'un triangle T (**). Soit la. circonférence des neuf points 
relative à T, et soient ABG', BGA^ GAB'les annexes de ABC. 
Les dernières remarques donnent lieu à la proposition sui- 
vante : 

''■'■■■ ■ . 

(*) Nouvelles Annales de Mathématiques, 1852, p. 173 ; Bulletins de l'Aca- 
demie, déc. 1878 ; etc. 
(**) Non représenté sur la figure. 
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1® L'hexagone AG'BA'GB est circonscrit à une conique ; 

2® r hexagone DEFGHI, formé par les intersections successives 
des droites AB, C'A', BC, A'B', GA, B'G', AB, est inscrit à une 
conique. 

19. — Remarque. — Si, comme au n® 9, on remplaçait 
le triangle ABG par un polygone convenablement choisi, 
on pourrait généraliser les dernières propriétés. Mais en 
voilà assez sur ce sujet. 

ÉTUDE SUR LE CERCLE DE BROCARD 

Par M. A. Morel. 
(Suite^ voir pages 10 et 33.) 



8. — Si, sur les côtés AB. BC, G A. d'un triangle ABC, on 

ji^ construit des tri- 

angles isoscèles 
semblables ABGi, 
GBAi, CABi, les 
troispoints Ai,Bj, 
Gj, sont les som- 
mets d'un nou- 
veau triangle. 
Nous allons cher- 
cher quelle est la 
B^^*^' " ~~" ^^'f^ valeur qu'il faut 

donner à l'angle <p à la base des triangles isosceles pour que 
le triangle A^B^Gi soit semblable au triangle ABG. 

Appelons ç la valeur commune des angles à la base des 
triangles isosceles AB^G, BC^A, GA^B ; nous avons évidem- 
ment dans le triangle AG^B^ : 

G^Bi» = AGi* + AB,« — 2AGiABi cos (A — 29); 
nous obtiendrons des valeurs analogues pour les deux autres 
côtés ; puis, en remplaçant AG^, AB^ par leurs valeurs en fonc- 
tion des côtés du triangle primitif et de l'angle 9, nous aurons 

6* + c* — 26c cos (A — 29) 




CiB.« = 



4COS* 9 
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Gela posé, nous allons chercher si nous pouvons détermi- 
ner l'angle ç de façon que le triangle AiBiCi soit sembla- 
ble au triangle ABC, les sommels homologues étant AetAi, 
B et El, G et G|. On devra donc avoir, en remplaçant chacun 
des côtés du triangle donné par sa valeur en fonction des 
autres côtés : 

b* -|- c* — 26c cos (A — 2cp) c^ -j- a' — 2ca cos (B — 29) 

6* -j- c' — 26c cos A c* -\- a* — 2ca cos B 
a* -\- b^ — 2ab cos (C — 29) 

o' + 6* — 2ab cos G 
Sous celte forme, on voit immédiatement une première 
solution évidente, qui est 9 = 0; nous allons retrouver cette 
solution dans le calcul même. 

En comparant les deux premiers rapports, on trouve faci- 
lement, après des transformations très simples, l'équation 
6(c* + a*) sin (A — <p) sin 9 — a (6* + ^') ^î^ (^ — ?) sin cp 

— abc sin (A — B) sin 2cp = o, 
ou 

sin <p [6(c* -[- o*) sin (A — 9) — a (b* + c*) sin (B — 9) 

— 2abc sin (A — B) cos 9] = o, 

ce qui donne d'abord la solution 

sin 9 = 0. 

L'autre facteur donne 

6(c* + g*) cos A — g (6* -f c') cos B 

co ?? — {,(^«^^1») gin A— a(6« + c«) sin B—2a6c sin (A — B) 

Le dénominateur peut se mettre sous la forme 

6' sin A — a' sin B^ 

et le numérateur sous la forme 

6' cos A — a' cos B, 

en remplaçant c' -|- a* par b* -\- 2ac cos B, et 6* + c* par 

a' + 26c cos A. 

Donc on a 

6' cos A — a* cos B 

^^^ "^ "" 6» sin A — a« sin B • 

Si, maintenant, je remplace les côtés par les sinus, qui 

leur sont proportionnels, il vient 

sin* B cos A — sin* cos B 

® ^ sin^Bsin A — sin' A sin B ' 
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ce qui devient 

sin (B — A) Fi + cos A cos B cos Cl 

COtg ç = ^: — A • p • n • /p n ^ • 

^ ^ sin A sm B sin G sm (B — A) 

En supprimant le facteur commun sin (B — A), nous 

I 4- cos A cos B cos G 

trouvons cotg <p = ^ — r — : — 5—: — 7^ — . 

^ sin A sin B sin G 

De cette valeur nous tirons 

cotg cp = cotg A + cotg B + cotg G. 

Ainsi Tangle 9, que nous obtenons ainsi, n'est pas autre 
chose que l'angle que nous avons précédemment désigné 
par a ; de plus, la symétrie de la formule qui donne cotg 9 
nous montre que, si nous égalions le premier rapport au 
troisième, nous obtiendrions encore le même angle. 

Donc les lignes qui joignent les points de Brocard aux 
sommets du triangle se coupent en trois points A^, B^, G^, qui 
sont les sommets d'un triangle semblable au triangle ABG. 

La solution cp = o, que nous avons trouvée, donne une 
seconde position du triangle semblable au triangle ABG ; 
comme les sommets des triangles isoscèles tels que ABC^ sont 
toujours sur les perpendiculaires élevées aux côtés du triangle 
ABG en leurs milieux, il en résulte que le triangle correspon- 
dant à la solution cp =: o a pour sommets les milieux de ABG ; 
il est évident que ce triangle est semblable au triangle ABC. 

9. — Le rapport de similitude des deux triangles ABG, 
AiB,Gi est facile à déterminer; en effet, ce rapport est égala 

y/ b* + c^ — 26c cos (A — 2a) 



2a cos a 
Or, nous avons vu précédemment que, 8 désignant la dis- 
tance des points cd et w', on avait 

8 sin A /•; — ; ; — T" ; 

— : = i/6' + c* — 26c cos (A — 2a) 

sin a ' ^ ' 

donc le rapport de similitude cherché est, en remplaçant 

8 sin A 
par sa valeur précédemment indiquée, 

sin a y/ I — 4 sin* a ; 



B^Gi y/ I — 4 sin* a 

BG 2 cos a 
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10. — Considérons le cercle circonsciit au triangle 
AjBiC^ ; d'après ce que nous Tenons de dire, le triangle 
A^Bfii est semblable au triangle ABC, le sommet A^ étant 
rhomologue du sommet A, et de môme pour les autres 
sommets. Il en résulte que Tangle Aj est égal à Tangle A. 
Mais, d'après la manière dont est déterminé le point a>, 




Tangle AwG est le supplément de l'angle A du triangle ABC; 
par conséquent l'angle C^wB^ est égal à l'angle A. 

On verrait de même que l'angle Ajco'C^ est égal à l'angle 
B, et par suite à l'angle Bj; donc les points w et w' sont 
sur le cercle circonscrit au triangle AiB^C,. 

De même, il est facile de voir que si l'on joint les points 
A4 et Bj au centre (*) du cercle circonscrit au triangle 
ABC, les lignes ainsi menées, d'après la construction même 
des points A^, B^, G^, sont les perpendiculaires respective- 
ment aux côtés BC et AC; de plus, la ligne A^O est bissec- 
trice de Tangle BAïC ; par suite elle passe par le milieu de 
Tare (oAiCiO)'. De même la ligne B^O est bissectrice de l'angle 
(dB^oi)'; elle passe donc aussi par le milieu de l'arc (oA^CiO)'. 



(*J Le point n'est pas marqué sur la figure; le lecteur est donc prié de 
faire les constructions qui concernent ce point. 
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Donc le cercle circonscrit au triangle k^Sfi^ passe par le 
centre du cercle circonscrit à ABC. 
On voit ainsi que 

Les droites qui joignent les sommets du triangle ABC aurX 
points de Brocard relatifs à ce triangle se coupent en trois 
autres points A^, B^, G^, qui sont les sommets d'un triangle 
semblable au triangle ABC ; et que la circonférence qui passe 
par les points Aj, B^, G^, passe aussi par les points de Brocard 
et par le centre du cercle circonscrit au triangle ABC. 

G'est ce cercle que nous appelons le cercle de Brocard. 

11. — L'angle (dOw' est égal à 2a; car il est égal à l'angle 
wGiO)', lequel, étant extérieur au triangle isoscfele AG^B, est 
égal à la somme des angles à la base, c'est-à-dire à l'angle 2a. 

12. — Le triangle wOo)' est isoscèle. En effet, Tangle Owu)' 
est égal à l'angle OAico'; mais celui-ci est égal au complé- 
ment de a, dans le triangle isoscèle BA^G; il en résulte que 
la bissectrice de Tangle en du triangle wOu)' est perpen- 
diculaire sur le côté opposé; donc le triangle est isoscèle. 

13. — Le rayon du cercle de Brocard est facile à déter- 
miner en fonction de l'angle a et du rayon du cercle cir- 
conscrit à ABG ; on a en effet, en appelant R^ le rayon de 
ce cercle , et R le rayon du cercle ABG : 

Ri BiGi v/i— 4siii*a 

R BG 2 cos a 

On retrouverait facilement cette formule, en s'appuyant 
sur le fait que le triangle <oO<i)' esl isoscèle, et que l'angle en 
est égal à 2a; on a alors 

Ri = . . 
2 sin 2a 

Mais nous avons vu (7) que l'on a 



2 sin a y/i — 4 sin* a 
Donc Ri = 



== 2R. 



R y/i — 4 sin* a 



2 cos a 



(A suivre.) 
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NOTE DE GEOMETRIE 
SUR l'enveloppe d'une droite mobile 

Par M. OeTllle» à Lorient. 



Déterminer V enveloppe d*une droite qui intercepte sur deux 
axes rectangulaires des segments dont la somme est constante, 

I. — Détermination du point de contact. — Soient deux axes 
rectangulaires et une droite AB se déplaçant entre ces deux 
axes de manière que OA + OB = constante = /. Soit k^B^ 
une position voisine (fig. 4) ; j*ai, en considérant le triangle 
OAB coupé par la transversale A^GB^, 
OBi AAi BG 



or 



donc on a 



BBi • OA, ' AG ^ ^ 
OA + OB = OAi + OBi 
OA -OAirzzOB, — OB 

AAi = BBi 

BG _ ^A^ 

AG "" OBi 




Cette relation subsiste à la limite 
quand A^ B^ coïncide avec AB. Ainsi le 
point de contact G avec Tenveloppe est ^*^- ^• 

déterminé par la relation -7-7- = -rrr- . 

AG OB 

II. — Détermination du lieu. — Si D est le point de con- 
cours des perpendiculaires menées en A et B aux axfes, GD 
est la bissectrice de ADB d'après la relation obtenue. Le 
point D se meut sur la droite RS telle que OR = OS = Z; 
je mène OF, OH, perpendiculaire et parallèle respectivement 
à RS; ce sont les bissectrices des axes OU, OY; je joins OD 
et je prolonge GD en H, j'ai ID := IF, 

m == IB ; 
donc le cercle ABD passe par les points F, A, 0, H. 

AFBH est un carré : car d'abord FB = AH et ensuite 
comme OH = HG, GB = BD = OA, les deux triangles OAH, 
BGH sont égaux, et AH = BH. De ce que AFBH est un carré, 
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je conclus que AB est perpendiculaire sur FH, que par 
suite CH = CF. 




Le lieu cherché est donc une parabole ayant pour direc- 
trice la deuxième bissectrice et pour foyer le point de 
la première bissectrice qui est distant des axes de la lon- 
gueur — . 



QUESTION 6 

Solution par M. Paul Godefrot, à Lyon. 



A tout triangle ABC ont peut inscrire deux triangles ayant 
leurs côtés parallèles aux bissectrices de ABC. Ces triangles ont 
le même cercle des neuf points. 

Soient Aa, B6, Ce, les bissectrices du triangle ABC. Pour 
obtenir Tun des triangles inscrits dont les côtés sont paral- 
lèles aux bissectrices, traçons dans Tangle c une parallèle Py 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 69 

à Aa, puis des points p et y des parallèles pa, ya aux bissec- 
Iriees B6, Ce. On formera ainsi un triangle apy homothélique 
du triangle cherché,etle point G sera pour cesdeux triangles 
un centre de similitude directe : la droite Gx coupera AB 
en un point M qui sera Tnn des sommets du triangle cher- 
ché, il ne restera plus qu'à mener de ce point des parallèles 
MN, MP à B6, Ce et à joindre NP. 

En répétant la même construction dans Tangle B et dans 
l'angle Â, on obtient le second triangle dont les côtés 
sont parallèles aux bissectrices. Soit M'N'P' ce second 
triangle. 

A 



Les deux triangles MNP, M'N'P', ayant leurs côtés paral- 
lèles deux à deux, sont homologiques : il s'ensuit que les 
droites MM', NN', PP' qui joignent les sommets opposés aux 
côtés correspondants sont concourantes en un point 0. De 
ce que ces droites sont concourantes on conclut que les 
triangles MNP', M'NT sont aussi homologiques; les côtés 
respectivement opposés aux sommets P et F, M' et M, N' et 
N doivent donc se rencontrer deux à deux en trois points en 
ligne droite; or les côtés MN, M'N' sont parallèles, il en est 
donc de même des côtés P'N et PN', P'M et PM' ; on verrait 
de même que MN' et NM' sont parallèles. 

Les deux triangles MNP, M'N'P' auront le même cercle des 
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neuf points, si les milieux des trois côtés de chaque triangle 
sont six points sur une même circonférence. Soient D,E,F 
les milieux des côtés du premier triangle, D'E'F' les milieux 
des côtés du second. Joignons DD', EB\ FF'. Les figures 
MNM'N', MPM'F, NPN'F étant, comme on Vu vu, des paral- 
lélogrammes, les droites DD',EE',FF' qui joignent les milieux 
de côtés parallèles sont respectivement parallèles et égales à 
NM', MP', PN'; de plus elles passent toutes trois par 0, point 
de concpurs commun des diagonales des trois parallélo- 
grammes, et sont divisées en deux parties égales par ce 
point. Tout revient donc à prouver que DD' = EE' = FF'. 

Le triangle PN'M' est isoscèle. On a en effet 
angle M'N'P = angle 6BN' 
angle N'M'P = angle P'MN = angle FB6. 

Mais B6 étant bissectrice de B, on a 6BN'= P'B6. Donc 
enfin le triangle PN'M' est isoscèle ; il s'ensuit que PN' =.PM; 
mais PN' = FF et PM' = EE' : donc EE'=FF'; on prouve- 
rait de même que DD' = EE = FF. 

Ces droites, étant égales et étant divisées en deux parties 
égales par le point 0, sont des diamètres du cercle des neuf 
points commun aux deux triangles considérés. Ce cercle a 
pour centre le point 0. 

Nota. — La même question a été résolue par M. Prémorant, élère au col- 
lège de Cherbourg. 



QUESTIONS POSEES AUX EXAMENS ORAUX 

DE l'École navale 



a et 6 étant des angles moindres que 90% on a 

cos a . cos b ^ 

cos» ' 

2 

— On a les relations 



a = — ' ; ?' = V ^'« ; 



2 

V '~~ CL 

trouver la limite du rapport — -^ quand a tend vers r. 

7' ^~" Q 
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— Ou donne deux sphères dont la distance des centres 
est d ; trouver sur la ligne des centres un point tel que la 
somme des deux zones vues de ce point soit minima. 

— Trouver la limite de l'expression y = a — \/ a* — b* , 
lorsque a et 6 tendent vers Finfini ; sachant que, dans ces 

conditions, — tend vers une limite m. 

— On donne l'équation a'y* -f- b*x* = a*6*. Trouver la 

y" — v' 

limite de tg a = -^, ^ , 

X — X 

sachant que x\ y ; ce", y' sont racines de l'équation donnée. 

— JDe l'équation (i + ^ cos 6) (i — e cos u) = i — e*, 

déduire Téquation tg — = ]/ — ^ — tg — 

— Démontrer géométriquement la formule 



S = y/p{p-a){p-b)(p-c) • 

— On donne un cylindre circonscrit à une sphère. Par 
deux points k et A', pris sur l'axe du cylindre et symétriques 
par rapport au centre delà sphère, on circonscrit deux cônes 
à la sphère. Ces cônes coupent le cylindre suivant les cer- 
cles BG et B'C. Trouver le minimum de la surface totale 
formée des surfaces latérales des deux cônes et de la surface 
cylindrique comprise entre les cônes. 

— Quelles relations doivent exister entre a, a, b, b\ pour 
que les équations 

a* sin a sin a! -{- 6* cos a cos a' = o, 

a«6« 



a'^ = 



a* siu* a + 6* cos* a ' 

^,,^ a^ 

a» sin» ol' + 6» cos* a' 
soient satisfaites, quels que soient a et a. 

— On mène les tangentes aux extrémités du grand axe 
AB d'une ellipse et une tangente quelconque qui rencontre 
en G et D les tangentes AC et BD. Démontrer que la tan- 
gente DG est vue des foyers sous un angle droit et que 
AG X BD est constant. 
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— Si dans une parabole on mène par le foyer F une corde 
AFB quelconque et que Ton abaisse les perpendiculaires AA', 
BB'despoinls d'intersection sur Taxe, on a, 6S étant le sommet 
de la courbe, SF« = SA' x SB'. 

— On donne un trapèze non isoscèle ABGD et la diagonale 
BD. Par un point I quelconque sur la hauteur BH, on mène 
une parallèle EONàla base, rencontrant les côtés en E et N, 
et la diagonale en 0. Trouver le point I pour lequel EO* 
-|- ON* est maximum. 

— Trouver la valeur que prend, pour x infini, l'expression 

y = / 4X* — Sa? + 2 — v/ 403» + 3 . 



QUESTIONS PROPOSÉES 



77. — Construire un triangle connaissant les deux côtés 
AB, AG et la longueur de la partie de la bissectrice de l'angle 
BAC comprise entre les deux hauteurs partant de B et de G. 

(E. Lemoine,) 

78. — Trouver les côtés d'un triangle connaissant une 
hauteur, le rayon du cercle inscrit et le rayon du cercle 
circonscrit. 

79. — Mener dans un triangle une transversale tangente 
au cercle inscrit au triangle et détachant un triangle de 
surface donnée. (Reidt.) 

80. — Étant données les équations 

cos X -f- cos y =z 2p cos a 
* sin X + sin y z=z 2p sina, 

trouver l'équation qui admet pour racines tg — acettg — y. 



Le Rédacteur-Gérant, 
E. YAZEILLE. 



IMPRIMERIE CENTRALE DES CHEUINS DE FEK. — IMPRIMERIE CHAIX. 
RUE BERGÈRE, 20, PARIS. — 5254-3. 
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LA GÉOMÉTRIE RÉCURRENTE 

Par M. €}• de liong^champs. 

[Suite y voir pages 3, 25 et 49.) 



TROISIÈME APPLICATION 

Étude de géométrie récurrente sur les centres de gravité. 

22. — Le point de concours des médianes d'un triangle se 
prête particulièrement Lien à une étude de géométrie récur- 
rente, parce qu'il jouit d'une propriété particulière qui per- 
met de faire cette étude par des considérations empruntées 
à la mécanique, et qui conduisent au point d'ordre n, d'une 
façon, pour ainsi dire, intuitive. 

Considérons quatre points dans l'espace 1,2, 3, 4, et l'un 
d'entre eux en particulier, le point 4. Si l'on joint ce point 
au point de concours des médianes du triangle 1,2, 3, au 
point que nous désignerons par G^j, nous obtenons une 
droite A^. Les quatre droites Aj, Aj, A3, A^, ainsi obtenues, 
concourent en un même point 64,34, ^t s'y partagent mutuel- 
lement dans le rapport de i à 3. 

23. — Généralement: imaginons n points i. 2,...n dans 
l'espace et considérons l'un d'eux en particulier, le point n. 
Si l'on joint ce point au point G,,,,. . .(„_!), précédemment 
défini, on obtient une droite An. Los n droites ainsi obtenues 
concourent en un même point G^,,. . .^ et s'y partagent 
mutuellement dans le rapport de i an. 

Cette propriété peut s'établir par des considérations pure- 
ment géométriques et en prenant pour base et pour point 
de départ la définition géométrique du point G^g. Mais on 
sait, et nous n'avons pas à rappeler ici comment on 
démontre immédiatement cette propriété en imaginant n 
masses égales appliquées aux points i, 2...rî, et en cherchant 
le centre de gravité de ces n masses. 

24. — Nous dirons maintenant quelques mois très rapides 
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sur les points que nous avons imaginés autrefois (*) et que 
nous avons nommés centres de gravité dans les polygones comr 
flets. Ces points remarquables ont été trouvés par un pro- 
cédé très différent de celui que nous allons exposer et 
beaucoup moins simple. 

Imaginons d'abord la figure formée par quatre droites 
indéfinies 1,2,3,4, situées dans un plan : faisons abstraction 
de Tune d'elles, de la droite 4, par exemple, il reste un 
triangle 1,2, 3 auquel correspond un point G^aj. D'autre 
part, les côtés de ce triangle rencontrent la droite 4 en trois 
points 4,1; 4,2; 4,3; que l'on peut considérer comme 
formant les sommets d'un triangle aplati. A un pareil 
triangle correspond un point y*. Ce point y^ est le centre de 
gravité de trois masses égales appliquées aux points 4,1; 
4,2; 4,3 : si l'on veut rester dans le domaine purement 
géométrique, on peut dire alors que 74 ost le point limite du 
point de concours des médianes d'un triangle qui s'aplatit, 
les trois sommets ayant des positions limites bien déterminées 

On obtient ainsi une droite A^, en joignant le point Gi,j 
à y^: les quatre droites qu'on peut ainsi obtenir concourent 
au même point et s'y partagent mutuellement en deux par- 
ties égales. 

On reconnaît immédiatement cette propriété en appliguant 
des masses égales aux six sommets du quadrilatère complet 
formé par les droites données. On peut imaginer que Von 
cherche le centre de gravité de ces six masses en cherchant 
d'abord le point d'application de la résultante des masses 

1,2; 1,3; 2,3; 
point qui est précisément G^js ; puis le centre de gravité des 
masses 4,1 ; 4,2; 4,3; 

ce second point est y*. Le point d'application de la résul- 
tante des six masses que nous avons imaginées est donc 
placé au milieu de y^ G123. Ceci prouve, tout à la fois : l^que 
les quatre droites analogues à y^ Gjj3 concourent au même 
point ; 2° qu'elles se partagent en ce point, que nous dési- 
gnerons par Gij84> en deux parties égales. 

[*) Annales scientifiques de VÉcole normale supérieure, t. lïl. 
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25. — Prenons maintenant le polygone complet défini 
par n droites, deux à deux concourantes. Ce polygone 

admet ■ sommets ; si nous plaçons des masses 

égales à chacun de ces points, le raisonnement que nous 
avons fait tout à l'heure, appliqué à cette figure générale, con- 
duit au théorème suivant qui, comme l'a remarqué M. Cata- 
lan (*), rappelle un beau théorème de Coriolis (**), 

Soit i,2...n, n droites deux à deux concourantes ^ faisons 
abstraction de Vune d'elles, de la droite n par exemple; il reste 
un polygone complet défini par les droites 1,2. . . (n — i); 6^ 
à ce polygone correspond un point Gi,2... (n - n, point défini par 
la loi même que nous énonçons en ce moment. Si Von joint ce 
point au point yi,2... {n- 11 > cen/re de gravité des (n — i) points 
communs à la droite n et aux droites 1,2. .. (n — i), les n 
droites ainsi obtenues concourent en U7i même point et s'y par^ 
tagent mutuellement dans le rapport de 2 à {n — 2). 

C'est le point de concours des n droites analogues à 
GiA...(»v-ih ïi,2...(n-i) qui constitue le point Gi2...„. 

26. — Nous abrégeons, le plus qu'il nous est possible, 
cette exposition de la géométrie récurrente ; mais nous ne 
pouYODs pas quitter cette élude des centres de gravité sans 
montrer, par un nouvel exemple, comment on peut variera 
l'infini la découverte de ces théorèmes successifs qui, prenant 
pour point de départ une propriété élémentaire, conduisent, 
de proche en proche, à un théorème général, qui est leur 
conclusion naturelle. 

Imaginons encore quatre droites deux à deux concourantes 
et à chacun des sommets plaçons maintenant deux masses 
égales. Nous obtenons ainsi douze forces F égales et pa- 
rallèles que l'on peut composer, comme nous allons l'ex- 
pliquer. 
Considérons les trois points 

4,1 ; 4,2; 4,3; 



(*) Nouvelle correspondance mathématique t. III , p. 346. 
(••) Journal rfe l'École Polytechnique, 24» cahier, p. 135. 
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et prenons, à chacun de ces points, une des forces F. Ces 
trois forces ont une résultante 3F, appliquée au point G^,,. 
Chaque sommet du quadrilatère complet que nous considé- 
rons appartenant à deux des triangles formés par ce quadri- 
latère, on obtient, en combinant les forces F, comme nous 
venons de le dire, quatre forces 3F, ayant pour points 
d'application G123, G234, 6341, G^i- 

On peut maintenant combiner les trois forces 3F appliquées 
aux points G234, G341, G412 ; 

et Ton obtient une force 9F, appliquée au centre de gravité y'^ 
du triangle G234, G341, G412. La droite Yi Gri28 et les droites 
analogues passent par le point que nous avons défini tout 
à rheure (§ 24) s'y partagent mutuellement dans le rap- 
port de I à 3. 

De cette remarque on peut conclure le théorème suivant: 

Théorème. — Étant données quatre droites 1,2,3,4, ^^^ 
à deux concourantes; si Von fait abstraction de l'une d'elles, de 
la droite ^par exemple, on obtient un triangle auquel corres* 
pond un centre de gravité G123 ; si Von joint ce point au centre 
de gravité du triangle formé par les trois autres points G : Y<* les 
quatre droites A ainsi obtenues concourent au même point 0,234*, 
^ ce point est le centre de gravité du quadrilatère complet, c'est- 
à-dire le centre de gravité des six sommets de cette figure ; 
5® les droites A se partagent mutuellement dans le rapport de 
I à 3. 

27. — Prenons maintenant un pentagone complet et à 
chacun des sommets appliquons six masses égales, produi- 
sant chacune une force égale à F. Faisons abstraction de 
Tune des droites, de la droite 5 par exemple, et considérons 
le quadrilatère complet i, 2, 3, 4. Aux sommets de co qua- 
drilatère sont appliquées six forces; prenons deux d'entre 
elles et raisonnons comme nous Favons fait au paragraphe 
précédent. Nous obtenons une force 1 2F appliquée au point 
G1284. Chaque sommet du pentagone proposé appartient à 
trois quadrilatères complets. Par exemple le point i, 2, est 
un sommet dans chacun des polygones 

I, 2, 3,4; I, 2, 3, 5; I, 2,4, 5. 
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Gomme il y a six forces F à chaque point, sommet du pen- 
tagone proposé, au point i, 2 en particulier, on' pourra 
diviser ces forces en trois couples égaux à 2F et nous 
obtiendrons finalement, par cette composition des forces F, 
5 forces égales à 12F et appliquées aux centres de gravité 
des quadrilatères complets 1,2,3,4; i>2,3,5, etc., points 
définis comme on Ta vu plus haut. 

Si nous combinons maintenant les 4 forces 5F qui sont 
appliquées aux points G^gj, etc., nous obtenons une force 
4, 12 F appliquée en un point y'g, centre de gravité des 
quatre points Gi,55, etc. Les cinq droites Gu,^ y's vont passer 
par le point d'application de la résultante des 60 forces F 
considérées, et, pour des raisons connues, se partagent mu- 
tuellement dans le rapport de i à 4. 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Théorème. — Imaginons cinq droites 1,2,3,4,5, qui dépr- 
nissent cinq quadrilatères complets, 'à chacun desquels corres- 
pond un centre de gravité, point défini précédemment. Si Von 
joint l'un de ces points au centre de gravité des quatre autres 
points analogues, les cinq droites ainsi obtenues concourent 
au même point, centre de gravité du pentagone proposé, et se 
partagent mutuellement, en ce point, dans le rapport de i 

28. — On voit facilement, par les explications qui pré- 
cèdent, quel est le théorème général auquel aboutissent les 
deux théorèmes précédents et comment on peut faire sa 
démonstration. 

On imagine n droites, deux à deux concourantes, et à 
chacun des sommets S de ce polygone complet on place 
I . 2 . 3 . . . (n — 2) masses égales. Chaque sommet S 
appartient à (n — 2) polygones complets d'ordre (n — i), et 
Ton peut partager les i . 2 . . . (n — 2) forces appliquées 
en S en (n — 2) groupes de i . 2 . . . (n — 3) forces F. En 
combinant ces i . 2 . . . (n — 3) forces appliquées aux 
sommets du polygone 1,2, .. (n — i), on obtient un point 
Gi.2...n-i précédemment défini. Si Ton joint ce point au 
centre de gravité y n des (n — i) autres points analogues, 
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on sait que les n droites ainsi obtenues concourent et se 
partagent mutuellement dans le rapport de i à(n — i). Le 
théorème général qui résulte de ces considérations peut donc 



s'énoncer ainsi: 



Théorème. — Considérons n droites, deux à deux con- 
courantes ; elles définissent n polygones complets d'ordre (n — i) 
obtenus en faisant successivement abstraction de Fune d'elles, et, 
à chacun de ces polygones correspond un centre de gravité, 
point défini précédemment. Si Von joint Vun de ces points au 
centre de gravité des (n — i) autres points analogues, les n 
droites ainsi obtenues concourent au même point, centime de 
gravité du polygone complet proposé, et s'y partagent mutuelle- 
ment dans le rapport de i à n. (A suivre.) 



SUR UN POINT DE LA DISCUSSION 

DU SECOND DEGRÉ 
Par M. P* Barrieu» professeur au Lycée de Mont-de-Marsan. 



La plupart des traités d'algèbre élémentaire donnent la 
démonstration des deux théorèmes suivants : 

Théorème Z. — Si deux nombres a et ^, substitués à 
X dans l'équation du second degré, donnent au premier membre 
des valeurs de signes contraires, (l et ^ comprennent entre eux 
une racine et n*en comprennent qu'une. 

Théorème II. — Si les deux nombres a et p, substitués à 
X dans Véquation du second degré, donnent au premier membre 
des valeurs de même signe, a. et ^ comprennent entre eux les 
deux racines, ou n'en comprennent aucune. 

Nous nous proposons, dans le cas particulier oîi a et p 
sont des nombres égaux et de signes contraires, de com- 
pléter renoncé de ces deux théorèmes et d'en modifier la 
forme de manière à pouvoir les introduire utilement dans 
les discussions du second degré. Nous ferons remarquer que 
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le cas particulier dont il s'agit est assez fréquent; il se 
présente notamment dans un certain nombre de problèmes 
sur le cercle et la sphère, et dans les équations du second 
degré qui ont pour inconnue un sinus ou un cosinus. 

Voici les deux théorèmes que nous proposons, et qui mo- 
difient légèrement cei^ que nous avons rappelés : 

Théorème I. — Si deux nombres égaux et de signes con- 
trairesy — aet -\- ol, substitués à x dans Véquation du second 
degré, donnent au premier membre des valeurs dont le produit 
soit 7}égalify — a e/ -}- a comprennent entre eux une racine et 
n'en comprennent qu'une; la racine comprise est celle qui a 
la plus petite valeur absolue. 

Théorème II. — Si deux nombres égaux et de signes 
contraires, — a e/ -j- a, substitués à x dans l'équation du 
second degré, donnent au premier membre des valeurs dont le 
produit soit positif, et si, de plus, le produit des carrés des 
racines est moindre que a*, les deux racines, si elles sont réelles 
sont comprises entre — ex. et + ol. 

Démonstration. — Soit P le produit des facteurs obtenus 
en remplaçant successivement x par — a et -|- a dans le 
premier membre de Téquation du second degré : 

P = (aa«_— 6a + c) (aa« + 6a + c), 
nous aurons deux cas à distinguer : 

1® P <! o. Les deux facteurs de P sont de signes contraires, 
donc — a et -j- a comprennent entre eux une racine. 

La racine comprise entre — a et + <* ^st en valeur absolue 
moindre que a, la racine extérieure est au contraire en 
valeur absolue plus grande que a ; donc la racine comprise 
est celle qui a la plus petite valeur absolue, et le théorème I 
est démontré. 

S'' P > G. Les deux facteurs de P sont de même signe ; 
donc — a et -f- a comprennent entre eux les deux racines 
ou n'en comprennent aucune. 

Si les deux racines sont comprises entre — a et -f- a, cha- 
cune d'elles est en valeur absolue moindre que a, et le pror 
duit de leurs carrés est moindre que a*. 
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Si, au contraire, les deux racines sont extérieures a 

et + Qc> chacune d'elles est en valeur absolue plus* grande 
que a, et le produit de leurs carrés est plus grand que a*. 

Donc, pour que les deux racines soient comprises entre 
— a et -|- a, il faut et il suffit que Ton ait en même temps : 

P>o 
x^x"" < a* ' 
La deuxième condition peut s'écrire 



c» 



< a* 



a' 

ou (c — aa') (c + ûa*) < o. 

Pour le cas particulier où a = i cette condition deviejit 

(c — a) {(^-^ a) < o. 
Nous allons maintenant appliquer ces théorèmes à la 
discussion des problèmes du second degré. 

Problème I. — Discuter l'équation du second degré en 
sin X. 

(m — i) 5m* X — 2 (m -f- ^m x -|- 2m — 1=0. 

(Rebière, Trigonométrie , p. 7S.) 
Pour simplifier récriture, nous poserons sin a? = t/. L'équa- 
tion devient alors 

(m — i) j/* — 2 {m-\- \) y -{-2m — 1=0; (1) 

Discussion. — Les racines doivent être réelles et com- 
prises entre — i et + .i- 
La condition de réalité est 

(m + i)* — (m — i) (2m — i) > o 
d'où — m* + 57n > 

m (m — 3) < o 

o <m<5. (2) 

Soit P le produit des facteurs obtenus en remplaçant suc- 
cessivement j/ par — I et -|- I dans le premier membre de 
réquation (1), nous avons 

P=:jm — i-[-2(m-|-i) + 2W — i}{m- i — 2{m-\-i)-\-2m — 1( 
= 5m (m — 4). 

Donc P est négatif pour toutes les valeurs de m comprises 
. entre o et 4, positif pour toutes les autres. 
La condition yf^y'^^ <i 1 devient 



• • • • ' r 
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(c -^ a) (c + o)< o (Th. II.) 

ou, en remplaçant a et c par leurs valeurs, 

m (3m — 2) < G, 

d'oh o < m < 4-, (3) 

Le produit des racines est de même signe que 

m ft r 

(m — i)(2w — ï) =. 2 (m — i) (m j. 

Les racines seront donc de signes contraires pour loutes 
les valeurs de m comprises entre — et i, de même sîgn« 

pour toutes les autres. 

La somme des racines est de même signe que 

(m + i)(m — i). 

Elle est donc négative pour toutes les valeurs de m com- 
prises entre — i et -f- i, positive pour toutes les autres. 

Nous pouvons résumer tous ces résultais dans les deux 
tableaux suivants : 

P < G P > 




yV > o y'y" < o yV > q 

var. de m ^ ... — . . . -r- ... i ... 4 ... 5 

2 3 



y + !/" < o y +y'' > o 

Il est inutile de considérer les valeurs de m autres que 
celles comprises entre o et 5, puisque les racines corres- 
pondantes seraient imaginaires. 

Cela posé, nous avons deux cas à considérer : 

Premier cas. g < m < 4. 

On a P < o. Une seule racine est comprise entre — i et 
+ T. (Th. I.) Il y a donc une seule solution. Pour distinguer 
la racine qui convient, il suffit de rechercher au deuxième 
tableau celle qui a la plus petite valeur absolue. (Th. I.) 

JOURNAL DE MATH. ÉLÉM. 1883. 4. 
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1®, o <im <C. — . Les deux racines sont négatives. Il 

faudra donc prendre celle qui a la plus petite valeur absolue, 
c'est-à-dire la plus grande racine en valeur relative. Donc : 
une solution négative. 

2®. ■ — •<|m < I. Les deux racines sont de signes con- 

traires et la racine positive est la plus petite en valeur 
absolue. Donc : une solution positive. 

3°. I < m < 4. Les deux racines sont positives; on 
prendra la plus petite. Donc : une solution positive. 

Deuxième cas. 4 < m < 5. 

On a : P >■ o et y^y^* >• r . Il n'y a donc aucune racine 
comprise entre — i et + i . (Th. II.) Donc ; pas de solution. 

(À suivre.) 



EXAMENS ORAUX POUR SAINT-CYR 



Algéhre. 

Étudier les variations du trinôme 3a;* -{- 2X — i lorsque x 
varie de — 00 à + 00 . 

— On donne l'équation x^ -{-px -{-q := o, former l'équa- 
tion admettant les racines x' A r et x'' H 7* 

X X 

— x^ — a™ est-il toujours divisible par x* — o*. 

— Résoudre x^ — i «= o. Combien cette équation a-t-elle 
de solutions ? 

— Étudier la fonction y = x^ — 5x^ -\- 7. 

— Étudier la fonction y = — ^ r- lorsque x varie de 

— 00 à -j- 00 . Courbe représentative. 

— Étudier la fonction j/ = a?' — 2a? + 7; courbe, 

— Discuter les racines de l'équation 

mx^ — (2m -|- i) ce -f- 3w — 1=0, 
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quand m prend toutes les valeurs possibles* Condition 
de réalité des racines. Que faut-il pour que les racines 
soient positives ? 

— Variations de la fonction y = 3x* — 5as + 4 quand x 
yarie de — 00, à + 00 • 

— Que faut-il pour que les racines de ax^ 4* 6a? 
4-0 — 2a = o étant réelles soient toutes deux plus grandes 
que 2, 



! -,. , ÛD* — 2X — ï ^ 

I — Résoudre > o. 

X — I 



— Résoudre ce* — 12a? + 35 >> o. 

— Maximum et minimum de — ; — . \. « 

a?" — 5a? + 6 

— Résoudre 3a? + W^ = û* 

— Résoudre o? + y = a; 

a?' + î/' = '>'• 

— Étudier les variations de la fonction y = x* — 8x* 

lorsque x varie de — 00 à -|- ^ • 

— Résoudre 1- o? = 6. 

X — a 

Discuter. Que faut-il pour que les deux racines soient 
supérieures à 10 a? 

— Variation du trinôme 8a?* — 5a? + 2. 

— Résoudre •— : r— : r = A. 

aj« — 5« X* — a* 

— Résoudre ory =; [x ; 

(a? + a)« + (y + a)«=m«. 

Trigonométrie. 

— Résoudre cos a? = m tg x. Discuter. 

— Résoudre sin aa? = tg o?, 

— Résoudre 3 1g x + 5 cotg a? = 4. 

~ Résoudre a tg x + 6 cotg x = c. Condition de réalité, 
Rendre calculable par log. la valeur de tgx. 

— Résoudre sin 2X — cos* x = m. Discuter. 

I "■■" tff X 

— Trouver la valeur de -, quand x tend vers 45. 

I — cotg X ^ 



84 JOITBNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

— ^ Résoudre cotg x + sec 2X = m. Discuter. 
^ Résoudre 'S(f+x) _ ^^ 

— Bésoudre sin x -[- sii^ (^o — ac) =rn. 

— Résoudre -:^ — ; ; =,m. 

sin (a — X) 

— Résoudre tg" x + cotg* x = m*. 

— Résoudre 

sec" X + cosec* a? = 2 (tg* x + cotg* x). 

— Résoudre sin* x + cos* a; = — . 

2 

— Résoudre cos2a? = sinSac. 

— Résoudre sec* x + cosec* x* = i . 

— Résoudre et discuter 

(m — i) tg* a; — 2 (w — 2) tg x + 3 (m — 3) =:^ o. 

sin (x 3o) 

— Voir ce que devient la fraction ^ : cmand 

I — 2 sin X 

X tend vers 3o®. 

— Résoudre et discuter 

tg* X — (w — i) tg a? + (w — 2) == o, 
X devant varier entre o et 90**. 

— Résoudre et discuter 

m tg* aj — 2 (m. — r) tg* a? -|- ^ — 2 = 0. 

— Résoudre et discuter 

3 sin* X + 6 = sin x cos a. 

— Résoudre 2 sin x -f- cos 2a5 = m. 

— Résoudre 

m siû* X — {m — 2) sin a? -f- 3 === o. 

▲pplications diverses. 

On donne ua cercle. On mène la corde AG et la corde 
symétrique AD; on joint CD ; mener AG tel que AG* -|--AD* 
+ GD* = 4m*. . 

— On donne un demi-cercle AB. Mener une corde PQ per- 
pendiculaire à AB telle qu'on ait AP 4- PQ = wi; discuter. 

— On donne une circonférence-O et un point A sur le 
diamètre BG prolongé. Mener unesécante APQ telle que Tangle 
QOP soit quadruple de l'angle PAO. 
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— Calculer les diagonales d'un quadrilatère inscriptible 
en fonclion des côtés. Expression de la surface. 

— Étant donné un demi-cercle AB, trouver sur ArB lin point 
G tel que si de ce point on mène une perpendiculaire jusqu'à 
la rencontre d'une droite indéfinie menée par le point A et 
faisant avec AB un angle a, on ail GF* + CD' 3= m*. Cas oii 
a>45®; a<;45®. Conditions de possibilité du problème. 

— On donne un cercle et un diamètre AB. Mener une corde 
CD perpendiculaire à AB et telle qu on ait AC* + CD* = m". 

— Couper une sphère par un plan tel que le cône qui a 
pour base la section et pour sommet le centre de la sphère 
aitiune surface égale à celle de la calotte qui a pour base la 
section. 

— On donne une sphère. On la coupe par un plan de 
manière à en détacher un segment à une base. Mener ce plan 
, . vol. segment BAM 

•^^'^«"'^^"^ V. secteur BOM =^' 

— On donne un demi-cercle AB et une corde A C. Déter- 
miner sur le demi-cercle un point M tel que si de ce point 
on abaisse MP perpendiculaire sur AB et du pied P de cette 
perpendiculaire une perpendiculaire PQ sur AC, on ait 

MP* + PQ* = m*. 

— Somme des carrés des diagonales dans un trapèze. 

— On donne un demi-cercle AB et on même une tangente 
en B. Placer une corde PQ telle que le rapport des volumes 
engendrés par le demi-cercle et le triangle PBQ soit égal à m. 

Mécanique. 

Un nageur voudrait aller de A en G pour traverser une 
rivière dont les bords sont supposés rectilignes et parallèles 
et qui coule dans un sens déterminé. Dans quelle direction 
doit- il nager? On connaît la vitesse v de la rivière, celle du 
nageur A, et on suppose que les deux mouvements sont 
uniformes. — Discussion. 

— La barre AB du poids de 200 kil., de longueur i™,2o, 
supporte en A et en B des poids de 60 et 80 kil. Où doit 
être placé le point d'appui pour qu'il y ait équilibre ? 

— Un pendule pesant 25 gr. est écarté de la position ver- 
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ticale d'un angle de 6o®, Trouver la valeur de la force 
horizontale (une source d'électricité) qui maintient le pen- 
dule en B'. 

— Quelles sont les valeurs de deux forces fet f à appliquer 
en Â et B extrémités d'une barre AB pour qu'elles soient 
composantes d'une force verticale de 60 k, appliquée en G 
tel que AG = i5 c. m. et BG = 25 c. m. 

— Si d'un point M de la résultante R de deux forces 

concourantes P et Q on abaisse deux perpendiculaires MN, 

MI P 

MI, démontrer qu'on a la relation -Tr— = — r-. 

^ MN Q 

— Aux points A et B d'une droite rigide AB sont appliquées 
deux forces F et P faisant avec AB des angles de 120® et 1 5o® 
et telles que P = 2F. Démontrer qu'il y a une résultante ; 
en trouver la valeur et le point d'application sur AB . 

— Une poutre AB pesant 400 k. repose en AB sur deux 
points fixes et supporte au tiers de sa longueur un poids de 
5oo k. Trouver la pression sur les points d'appui. 

— On suppose matérielles et pesantes les lignes de la . 
figure dite pont-aux-ânes et si la figure peut tourner autour 
de l'axe perpendiculaire à son plan par le point M, milieu 
de BG, il y a équilibre. 

— Dans un triangle on donne un point quelconque 
intérieur; on le joint aux trois sommets; on suppose que trois 
forces sont dirigées suivant OA, OB, OG; on demande leur 
résultante. Prouver qu'elle passe par le centre de gravité G 
du triangle. Valeur de la résultante par rapport à OG. 

— Une barre AB de l'^jSo de long pèse 80 k. Quelle force 
faut-il appliquer en B pourque AB reste horizontale, la barre 
pouvant tourner librement autour du point G tel que AG 
= 0,80? 
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QUESTION 44 

Solution par M. Georges Bbrthblot, ex-élève du Lycée de Châteaaroax, 

Répétiteur aa Lycée de Boarges. 



On considère un cercle et un diamètre AB ; (Ttin point M pris 

sur la circonférence f on abaisse une perpendiculaire MP sur AB. 

Soit G le milieu de PB. Prenons enfin entre A. et B un point D 

PB 
tel que AD = . Les droites MG et MD rencontrent le cercle 

4 
en des points C et D'. Démontrer que Con a ^ 

arc MB = 2BC' + AD'. 




Je Tais d'abord démontrer que MD z= DC. 
En effet, dans le triangle DHG, on a 

SÎD* = HC? + DG^ — aDG X PG. 
Or dans le triangle MPG on a 

MG* = PM* + PG^ 
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Et dans le triangle rectangle AMB on a 
MP* = AP X PB = (19. -I- DPJ2PC = PU* + 2PG X DP. 

Donc MD^ = 2PG* + DG* + 2PG X DP — 2DG X PC. 
Et comme DG = DP + PC, on a 

md* = dU*; 

d'où MD = DO 
et par suite angle DCM = angle DMG. 
De plus on a 

AM + MB = BC' -h D'G' + AD' 

MB = BC' + D'G' + AD' — AM 
Or, D'G' = AM + BG' 

donc MB = BG' + AM + BG + AD' — AM 

MB = 2BG' + AD'. 

Nota. — La même question à été résolue par HH. Puig, à Montpellier; 
Deville, à Lorient. 

QUESTION 46 

Solution par M. E. Mosnat, à Thiers. 



On donne Vaxe Ox, le sommet 0, et un point M d'une para- 
bole; on propose de construire cette courbe point par point au 
moyen d'une équerre. (6.L.) 

Joignons OM ; menons par le point e perpendicu- 
laire à OM et par le point M une parallèle à Ox ; ces deux 
droites se coupent en un point I ; de ce point, abaissons une 
perpendiculaire sur Ox ; soit A le pied de cette perpendicu- 
laire et B le pied de l'ordonnée du point M. 

Les deux triangles rectangles 0MB, lAO sont semblables 

.^ X MB AO 

et donnent -7r=r = -rr-r- 

UB lA 

ou comme lA =MB ; MB» = OB . AO ; 

mais quelle que soit ]a position du point M sur la parabole, 

MB» 
on a — rr^ = consl. 

UB 
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Donc AO = const. 

ce qui prouve que le lieu du point I, quand on fait varier la 
position du point M sur la parabole^ est une perpendiculaire 




<t. 



à Taxe Oo; de la parabole menée, à une distance du sommet 

MB» 



égale au rapport 



OB 



', c'est-à-dire au double du paramètre. 



Il est alors facile de construire la parabole ; puisqu'on 
connaît un point M, on peut déterminer la perpendiculaire 
li. 

On mènera alors, par le point 0, une droite qui coupera 
la perpendiculaire lA en I', et une perpendiculaire OM' à 
cette droite. Par le point I on mènera une parallèle à Ox 
qui coupera la perpendiculaire OM' en M', le point M' appar- 
tient à la parabole. 

Nota. — La même question a été résolue par MM. Vail, à Arcueil; La Ches- 
Dais, au lycée Saint-Louis, à Paris ; Besson, à Nantes ; Deville, à Lot-ient ; 
H. Bourget, à Aix. 



QUESTION 50 

^Solution par M. Deville, brigadier d'artillerie de Marine, à Lorient. 



On considère un angle droit AOB, et sur OB un point fixe M. On 
trace une droite rencontrant OB au point Q, OA au point P et 
telle que si du point M on abaisse une perpendiculaire MH sur 
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PQ, on ait toujours la relation 

PH« MH« 



= I. 



OP* OQ* 
Démimtrer que la droite PQ passe par un point fixe. 

La relation considérée peut s'écrire 




PH» _ _ MH» 



OP* 
ou 
PH« — 0P« 



0Q« 
0Q« • 



0P« 

Or on a 
PH* = PM« — MH» 
et 
PM» = OP» + OM*. 

Donc 

PH» — OP* = OM* 
— MH«. 



Par suite, la relation peut s'écrire 

OM' — MH' _ MH' _ OM' 

0P« 
On tire de là 



0Q« 0P« -f OQ* 
MH.PQ 



om; 

PQ 



0M = 



OQ 



Menons MK, parallèle à OP, et rencontrant PQ en K; 
nous aurons, par la similitude des triangles MHK, OPQ : 

^^ - OQ • 

Donc MK = OM. 

Par suite, le point K est le sommet du carré construit sur 
les axes OA et OB, avec OM comme côté. Donc la droite 
PQ passe par un point fixe K. 

Nota. •— La même question a été résolue parM.Mosnat, àThiers. 
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QUESTION 53 



On considère Veocpression 



et on propose de la transformer en un produit de deux facteurs 

de la forme y/ x -f- y/ y . Démontrer que la transformation n*est 
possible que si a"d = bc, et quelle n'est avantageuse que si 
a* — b e( a* — c sont des carrés parfaits. 
L'égalité 



v'«T7 



donne, en élevant au carré 

Ou satisfait à cette égalité en posant 

a = {x + y)(u + v) 

6 = 4 (x -j- î/)* ^^ 
c=:^ (u -}- vY xy 

d= i6 xyuv. 
Ces équations sont incompatibles, si Ton n'a pas a*d=^bc. 
Lorsque cette condition est remplie, le système est indé- 
terminé; en effet, on a, quel que soit Yf l'identité 



X 



(Kt + fr). 



On peut profiter de cette indétermination pour prendre 
entre deux des quantités une relation quelconque. Posons 
par exemple a? + t/ = i , 

On déterminera alors facilement u et v, puis x et y. On 
tire, en effet, des deux premières équations 



a i 



u = 1 v^ a* — 6 ; 

2 2 

t;= va* — 6 . 

2 2 

En portant ces valeurs dans la troisième, on a xy, et 
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d'après la relation qui donne X'\-y,on trouve 

œ = h ' — V 0, — c ; 

2 2a 

y= \/ a^ — c, 

On voit que si a* — 6 et a^ — c sont des carrés parfaits, 
ce et j/ sont rationnels, et que, par conséquent, la formule 
est avantageuse, puisque l'on a un produit de facteurs qui 
sont des sommes de radicaux simples. 

Soit par exemple 



u=/^ 



+ ^ v/3 +-^ v/2 +^ Vô 
On a ici ; 

^^j. 6 = 2-. .=:±. d=— • 

4 ' " 9 ' 9 ' 

la condition aH = 6c est remplie et Ton a 

a* — 6 = — 

. 4 

a» — c = . 

9 
Donc 

1,1 3 

puis u = = — : 

244 

I I I 

V = 



Donc 



— 4 _4 

^ _^ (y/ 2 +i)(v/3 + 3) 



QUESTION 56 

(Solution par M. Sagols, élève au Lycée de Toulouse. 



On considère un cercle G de centime 0; soit AB un diamètre 
fixe de ce cercle ; par le point 0. on mène une circonférence C 
tangente à AB ; puis on mène une tangente commune aux cercles 
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G etG ; on propose de trouver le lieu des points de contact de 
cette dernière droite avec C. 

Soit MD la tangente commune, D élant le point de con- 
tact avec G, et M le point 
de contact avec la cir- 
conférence G' de centre 0'. 
Menons MO', DO et joi- 
gnons M au point G où 
00' rencontre G. Les 
angles O'MO etO'OM sont 
égaux, de môme O'MO et 
MOD' puisque OD, O'M 
sont parallèles, donc O'OM 
= MODe Les triangles 
MOG, MOD sont donc 
égaux, et Tangle MGO 
étant droit, le point M 
est sur la tangente au point G au cercle G. 

Réciproquement tout point M de la droite appartient au 
lieu; en effet, menons par M la tangente à G autre que GM, 
joignons à D et menons en M la parallèle à DO qui coupe 
OG en 0'. Menons MO qui est la bissectrice de DOG. Les 
angles OMO' et DOM sont égaux, donc OMO' = MOO'; par 
suite O'O = O'M et le cercle de centre et de rayon 00' est 
tangent à AB en 0, et a MD au point M. 

Le lieu du point M se compose donc des deux tangentes 
à U parallèles à AB. 




QUESTION 62 

ItolntUii par M. Mascart, élève au Lycée Henri lY. 



On donne un cercle et deux diamètres rectangulaires AB, 
CD. A partir de A, on prend un arc AQ et dans Vautre sens un 
arc AP tel que arc AP = 2 . arc AQ. 

Soit Q' le symétrique de Q par rapport à GD. On demande 



/ 
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le lieu géométrique décrit par le poiyit I, commun aux droites 
PQ' etBQ. (G. L.) 




Les arcs QQ' et BP, égaux à i8o° — 2AQ, sont égaux, 
d'oii il résulte arc QQ'B = arc Q'BP 
et QB =Q'P. Donc 01 est bissectrice de l'angle de ces cordes 
et passe par le milieu de Tare Q'B, Alors lOB = IBO comme 

AQ 
ayant même mesure . Le point I est sur la perpendi- 
culaire au milieu de OB. 

Le point Q décrivant la circonférence 0, la droite BQ pas- 
sera par tous les points de la perpendiculaire considérée : 
donc celle-ci est le lieu cherché. 

Nota. — La même cuestion a été résolue par MM. Corne, à Nice ; Très- * 
selle, à Angers; Gui^ard, à Angouléme; H. S., à Toulouse; Savoanet, A 
Salins; Zoloaga, À Paris; Desplanques, à Gondé; Bablon, à £pinai. 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 



9S 



QUESTION 67 

Solution par M. âubrt, élève au Lycée de Gharleville. 



On œnsidère un rectangle dont les sommets sont les points 
0,P,Q,R- '^fl^ ^^^ points PQ on fait passer une infinité de cercles; 
soit A Vun d'entre eux. Ce cercle A coupe QR en un point M et 
la droite OM coupe à son tour le cercle A en un point I; démontrer 
que le lieu du point I est une circonférence. 




Tirons IP et PM, qui passe évidemment par le centre dii 
cercle A. L'angle PIM étant droit, il en sera de même de l'an- 
gle OIP. Le lieu du point I est donc la circonférence décrite 
sur OP comme diamètre. 

Nota. — La même question a été résolue par MM. Vialard, à Cluny; Chapron 
àVincennes; Bougarel, à Toulon; Taratte, à Evreui; Bordier, à Blanzacjde, 
Kerdrel, à Keruzoret. 



QUESTIONS PROPOSÉES 



* 81. — Dans un triangle on connaît la base et Tangle au 
sommet. Trouver le lieu du centre du cercle des neuf 
points. 
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82. — Dans un triangle on connaît la bissectrice de 
Tangle au sommet, le rectangle des deux côtés qui com- 
prennent cet angle et la différence des angles à la base ; on 
demande de construire ce triangle. 

83. — Trois nombres entiers sont en proportion géomé- 
trique ; si le second augmente de 8, la progression devient 
arithmétique ; mais si, alors, le dernier terme augmente de 
64, elle redevient géométrique. Trouver les trois nombres. 

84. — Démontrer géométriquement que Ton a 

— = arc tg -^ + arc tg . . 
4 ^ q ^ ^ p + q 

85 — Par un point pris sur la bissectrice d'un angle 
mener une droite qui forme avec les côtés de Tangle .un 
triangle de surface donnée. 

86. — On considère deux droites rectangulaires A et A', 
et sur A on prend un point fixe P. Par ce point P on fait 
passer une transversale mobile 8, qui forme avec A et A' un 
triangle rectangle. Imaginons maintenant le cercle inscrit, 
et soit A le point de contact de ce cercle avec A-f et B son 
point de contact avec 8. Démontrer que la droite AB passe 
par un point fixe. (G. L.) 

.87. — On considère une parabole P, et une droite A per- 
pendiculaire à Taxe de cette parabole et située à une dislance 
du sommet S égale au double du paramètre ; une parallèle à 
Taxe rencontre P au point A et A au point B. Trouver le 
lieu du centre des cercles circonscrits au triangle SAB quand 
cette parallèle se déplace. On suppose, pour bien fixer la 
position de la droite A, que cette droite rencontre réelle- 
ment la parabole. (G, L.) 



Le Rédacteur-Gérant, 
E. YAZEILLE. 
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ETUDE SUR LE CERCLE DE BROCARD 

Par M. A. Mord. 

[SuilCj voir pages 10, 33 et 62.) 



14. — Les triangles semblables ABC et A^BiG, ont le même 
centre de gravité. 

Celte propriété n'est pas particulière à ces deux triangles • 
il est facile de voir .^^ 

que, si Ton cons- 
truit intérieu- 
rement sur les 
côlés du triangle 
ABC comme bases, 
des triangles iso- 
scèles semblables 
BGi', GAB', ABC' ; 
les points A', B', C 
sont les sommets 
d'un triangle ayant 
même centre de gravité que le triangle ABC. Il suffit, pour 
le prouver, de faire voir que la distance du centre de gra- 
vité de ABC à Tun des côtés de ce triangle est la moyenne 
arithmétique des distances de A, B', G à ce même côté. 

Soit <p l'angle à la base des triangles considérés; prenons 
les distances des sommets au côté BC, par exemple; nous 
avons, d'après les no lations adoptées, en appelant A' A'jB'B", G'C 
ces distances : 

A'A" = A'B sin ç, = "'''' ^ , 

2 COS (p 

B'B'=B'Gsin(G-cp)=^^^^(^-^) 




C'G"=G'Bsin(B— ©)=. 
Ajoutons, nous aurons 
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2 COS Cp 

c sin (B — <p) 

2 COS cp 
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A'A'' 4- B'B'' + ce = ^sin<p + 6siii(C — cp) + csin(B— o) 

"' 2 COS (p 

en réduisant, nous trouvons que le facteur de sin cp s'annule 
et il reste 

A'A' + B'B' + ce = -*^iîi^i±^^i^ = A., 

en appelant ha la hauteur correspondant au côté a. Donc, la 
somme de ces distances est bien égale à trois fois la distance 
du centre de gravité de ABC au côté BG. On prouverait de 
mêmeque la somme des distances de A', B', C, au côté CA 
est égale à trois fois la distance du centre de gravité de ABC 
au côté CA. 

Il en résulte bien que le centre de gravité du triangle 
A'B'C est confondu avec le centre de gravité du triangle ABC, 
quel que soit V angle (p. 

15. — Considérons sur le cercle de Brocard le point K, 




diamétralement opposé au centre du cercle circonscrit k 
ABC. L'angle OG^K est droit; donc OCi, étant perpendiculaire 
à AB, C^K est parallèle à AB; on verrait de même que A^K 
est parallèle à BC, et que B^K est parallèle à AG. Par suite 
on a ce théorème : 

Si par le sommet de chacun des triangles isoscèles ABC^, BGA,, 
CABi, on mène une parallèle à la base, ces trois droites con- 
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courent en un même point, qui est sur le cercle de Brocard et 
diamétralement opposé au point 0, centre du cercle circonscrit 
au triangle ABC. 

16. ^ De plus, les distances dupoinlK à chacun des côtés 
AB, BG, GA, sont respectivement égales aux dislances à ces 
mêmes côtés des sommets G,, A^, B^; or, ces points étant les 
sommets de triangles isoscëles semblables, les distances sont 
proportionnelles aux côtés ; donc les distances du point K aux 
trois côtés du triangle sont proportionnelles à ces côtés. 

17. — Les triangles A^BG et KBG sont équivalents, puisque 
la ligne A^K est parallèle à BG ; il en est de même des trian- 
gles BjCA et EGA; des triangles G^AB et KAB. Mais les 

•triangles ayant pour sommet commun le point K, et pour 
bases les côtés du triangle ÂBG, ont évidemment pour somme 
la surface du triangle ABG ; donc 

La somme des surfaces des triangles isoscèles semblables 
ayant pour bases les côtés du triangle et pour sommets les 
points Al, Bj, G,, est égale à la surface du triangle ABG. 

18. — Si Ton considère une médiane d'un triangle, et la' 
symétrique de cette médiane par rapport à la bissectrice 
issue du même sommet, on a une nouvelle droite que 
M. Emile Lemoine a appelée la médiane antiparallèle du trian- 
gle; il est facile de voir que si d'un point de la médiane 
antiparallèle on abaisse des perpendiculaires sur les deux 
côtés aboutissant au même sommet que cette médiane, ces 
perpendiculaires sont proportionnelles aux côtés sur lesquelles 
elles tombent; par suite, ces droites se coupent en un point, 
dont les distances aux côtés sont proportionnelles à ces côtés, 
et qui, par suite, n'est autre chose que le point K. Ge point 
est celui que M. Lemoiue appelé le centre des médianes anti- 
parallèles. 

19. — Nous avons vu précédemment que les deux points 
. segmentaires o) et w' sont tels que si on les joint à un même 

sommet, A par exemple, les deux lignes ainsi obtenues sont 
symétriques par rapport à la bissectrice de l'angle A. Dans 
un mémoire publié dès 1865 par M. le colonel Mathieu, alors 



-• rf - J- - ^ 



100 JOURNAL DE MÀTHÉHATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

capitaine, dans les Nouvelles Annales, Tauteur s'occupe d'un 
certain mode d'inversion déterminé ainsi : Par les sommets 
d'un triangle on mène trois droites concourant en un même 
point, er, par chaque sommet, la symétrique par rapport à la 
bissectrice de la droite correspondante; ou, comme l'appelle 
l'auteur, Vinverse de cette droite. Ces droites se coupent en 
un même point, que le colonel Mathieu appelle Vinverse du 
premier. 

Ce théorème est très facile à démontrer d'une manière élé- 
mentaire. En effet, une droite passant par le sommet d'un 
triangle peut être définie par le rapport de ses distances aux 
deux côtés qui comprennent l'angle considéré; soit donc 

une droite définie par le rapport — des distances d'un point^ 

aux deux côtés AB et BG; ilest évident que sa symétrique par 

rapport à la bissectrice est déterminée par le coefficient—, eu 

prenant les distances dans le même ordre. 

Cela posé, onpeutdéterminerdeuxdroitesparles coefficients 

— , — ; la droite passant par le troisième sommet et le point 

de rencontre des deux premières est alors déterminé par le 

rapport — . 

V 

Les inverses des deux droites auront pour coefficient r- et 

A 

— ; la droite qui passe par leur point de rencontre et le 

V 

troisième sommet a pour coefficient -r- ; c'est donc l'inverse 

A 

de la troisième droite. 

20. — Une propriété intéressante de deux points inverses 
est que ces deux points peuvent toujours ^ire considérés comme 
les foyers d'une conique inscrite au triangle. 

Prenons par exemple les deux points segmentaires, qui 
sont deux points inverses. Soit w^ le symétrique cie <i> par 
rapport à AG ; il résulte de la définition des points o)| et <o' 



l. . »^ V - - ' » 

. •. -^ - w •- ^ 

^ w , , fc 
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que (o'Awj = BAC ; de même si w, est le symétrique de w par 
rapport à AB, on a w'Awj = BAC ; les deux triangles (o'Awi 




:>r 



et (ûAcoj sont donc égaux, et (ow^ = w'w,. On verrait de même 
que, si Ton prenait le symétrique de w par' rapport à BC, 
le cercle décrit de w' comme centre avec w'u), pour rayon pas- 
serait par ce troisième point. Donc Tellipse ayant pour foyers 
wet(j)' et son grand axe égal à w'wi est tangente aux trois 
côlésdu triangle ABC. 

II en résulte que, si Ton projette les points inverses o) e w 
sur les côtés du triajigle, les six points ainsi obtenus sont sur 
une. même circonférence, qui a pour centre le milieu de axo' et 
sou diamètre égal à (o w^. 

21, — On obtient facilement les axes de l'ellipse inscrite 
au triangle ABC, et ayant pour foyers w et w'. En effet, le 
triangle Aw'w^ donne 

o3'(0|* = Ao)* 4" ^^^ — 2A(»)4.A(ïî'cos A. 

Mais nous savons que Ton a 

A(i) = — r^ Ao) = 



K 



K 



en posant K == \/a'^b* + û*c* + 6*c*. 

On en tire, après réductions faciles, en exprimant cos A en 
fonction des trois côtés, 



(0(0. 



K^ 
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abc 4RS 



OU (1X1)4 ♦ • 

* K K 

D'autre part, on a vu que Ton avait 

2S, 
sin a = -T^ . 

Donc a)'(Oi = 3R sin a. 

Nous avons vu en outre que la distance des deux points 
segmentaires avait pour expression 

(ùiû = 2R sin a y/ 1 -^ 4 sin* a. 
On en lire facilement pour le carré du petit axe 

(o'cDi* — 0)0)'* = 1 6R* sin* a ; 
donc l'ellipse considérée a pour axes 

2R sin a, et 4R sin *a. 

22. — Cherchons à déterminer la position du point M de 
contact de Tellipse avec le côté AG. Pour cela, nous remar- 
querons que les valeurs trouvées plus haut pour Awi, Au)' et 
eo'oDi nous donnent les relations 

A(i)| Act)' a>'(i>^ 

b c a ' 

Donc le triangle Aw'cdi est semblable au triangle ABC, et 

l'angle w est égal à Tangle B. Du reste, on sait que l'angle 

(d'AM est égal à a; donc dans le triangle Aco'M on a 

AM __^ Aa>' 

sin B sin(B--|-a)' 

On verrait de même que Tangle Mw'G est égal à A, et que 

CM Co)' 

Ion a 



Donc 



sin A sin(B + a)* 

CM _ Cù) sin A 

AM Awsin B * 



, , . ^ , b^a . ■ , c*b 

Mais Co) = '—:==r ; Aw = 



donc 



K ' K 

C(i)' ab 



Ao)' c* 

D'autre part on a — : — =r = t . 

sin B 



Donc 



CM _ a}^ 

AM "" c* 
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Il résulte de là que le point M est le pied de la médiane 
antiparallèle correspondant au sommet B. Donc 

V ellipse inscrite au triangle ABC, et ayant ses foyers aux 
points segmentaireSy a ses points de contact aux pieds des mé- 
dianes antiparallèles du triangle ABC. 

(A suivre.) 



SUR UN POINT DE LA DISCUSSION 

DU SECOND DEGRÉ 
Par M. P. BarrIeaXf professeur au lycée de Mont-de-Marsan. 

(Suite^ voit page 78.) 



Problème II. — Étant donnés une sphère et un de ses 

plans diamétraux, mener un second plan parallèle au premier^ 

de telle sorte que le volume du segment sphérique compris entre 

les c(eu.T plans soit au volume du tronc de cône inscrit dans le 

segment dans un rapport donné m. (B. S. Paris.) 

Désignons par R le rayon de la sphère, par y la hauteur 
du segment, et par x le rayon de sa petite base. Les d^x 
équations du problème seront 

-r '^î/' + — ^2/ (R* + ^*) =4- ^^î/ (^^ + Raj + X») 

2 D 

Û5» + J/* = R* 

d'oii, éliminant y et simplifiant, 

(m — i)aî* + iwRa5 -j- {m — 2)R« = o. (1) 



i. — Les valeurs positives de x donneront des 
troncs de première espèce, les valeurs négatives des troncs 
de deuxième espèce. 

Par conséquent, il faut et il suffit que les racines de Téqua- 
lion (1) soient réelles et comprises entre — R et + R. 
La condition de réalité est 

wi'R* — 4(m — i) (m — 2) R« > o 

ou — 3m* -{'12m — 8 > o, 
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d'oîi Ton lire aisément 

<m< — ' - ^ . (2) 



3 - - 3 

Si Ton désigne par P le produit des facteurs obtenus en 
remplaçant successivement x par + R et — R dans le 
premier membre de l'équation (1), on a 
P = R* (m — i+w + m — 2)(w — i — w + m — 2) 

= 3R* (m — i) (m — 3) 
et Ton voit que P est négatif pour toutes les valeurs de m 
comprises entre i et 3, positif pour toutes les autres. 
La condition x^x'^ < R' donne 

(m— ij* 
d'oîi (w — 2)* — (m — i)* < G, 

— (2m — 3). < o, 

m>— . (3) 

£i 

Le produit des racines étant de même signe que 
(m — i)(in — 2) R', on voit que les racines seront de signe 
contraire pour toutes les valeurs de m comprises entre i et 2," 
de même signe pour toutes les autres. 

La somme des racines étant de même signe que 

— m (m — i) R 
cette somme sera positive pour les valeurs de m comprises 
entre o et i, négative pour toutes les autres. 

Nous pouvons résumer tous ces résultats dans les deux 
tableaux suivants: 



var. de m 




x^x"^ > R* x^x'^ < R* 

a?V>> o x'd' < o 05 V > o 



var. de m 




XX'^O X '\' x' <o 
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Il n'y a pas lieu d'examiner les valeurs de m moindres 

b—2\/3 . , b + ^3 . 

que ou plus grandes que — 5 , puisque pour 

3 3 

ces valeurs les racines de Téquatiou (1) sont imaginaires. 
Nous avons trois cas à examiner : 

t. . b — 2\/3 

Premier cas. 5 — - — < w < i . 

3 

' On a eu même temps P >- o eix'^x"* >• R*. Aucune racine 
n'est donc comprise entre — R et + R. Donc pas de solu- 
tion* 

Deuxième cas. i < m < 3. 

On a P <; G. Celle des deux racines qui a la plus petite 
valeur absolue est donc seule comprise entre — R et -f" R* 
(Th. I.) 

En nous servant du deuxième tableau, nous pouvons con- 
stater les résultats suivants : 

l^ I < m <C 2. Les deux racines sont de signe contraire et 
la racine positive est la plus petite en valeur absolue. Donc 
une solution positive donnant un tronc de première espèce, 

^ 2 < m < 3. Les deux racines sont négatives. On pren- 
dra la plus petite en valeur absolue. Donc une solution 
négative donnant un tronc de deuxième espèce. 

iw--^ o^ ^64-2 \/3 

Troisième cas. 3 < w < — -^ — • 

On a en même temps P > o et x'^x"^ < R*. Les deux raci- 
nes sont donc comprises entre — R et + R- (Th. II). Les 
deux racines conviennent. 

Le deuxième tableau montre que ces deux racines sont 
négatives. Donc deux solutions négatives donnant deux troncs 
de deuxième espèce. 

Pour la valeur limite m = - on a une racine dou- 

3 

ble négative. 

JOURNAL DB MATH. BLBM. 1883. .'t. 
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Tableau de la discussion : 

!'• espèce 3* espèce 

6 — 2^3 



t * • • 



I<^Wl<^2 .... I .... ....O 

2<m<^3 ....o.... .... I 

„ 6 + 2 v/3 

:> < Wl S 5 ....0..«. ....2 

3 



. • • * 



» « • » 



On peut saisir par ces deux exemples les avantages de la 
méthode que nous proposons. Quand les deux tableaux des 
variations du paramètre ont été dressés, la discussion est 
virtuellement faite et les détails s'en dégagent très aisé- 
ment. 

Les deux théorèmes dont nous venons de faire usage ne 
sont que des cas particuliers d'un théorème général qu'on 
peut énoncer de la manière suivante ; 

Théorème. — Étant donnés deux nombres quelconques «, 
p, et Véquation du second degré, 

ax» + bx + c = o, (1) 

/• Si Von a 

(aa* -f ba + c) (ap« -f bp -f c) < o, 
les deux racines de Véquation (1) sont réelles, et Vune d'elles est 
comprise entre ol et p ; 
2^ Si Von a en même temps 

(aa« + bot + c) (ap* + bp + c) > o, 

(2aap -f ba -f bp + ^c) (aa* -f ba + c) < o, 
les deux racines de Véquation (1) sont supposées réelles et sont 
compnses entre <i et p. 
Voici comment on peut démontrer ce théorème (*) ; 

[*) Cette démonstration nous a été inspirée par la question suivante, proposée 
par Jacobi et résolue par M. Laisant dans la Nouvelle Correspondance mathé- 
matique de Catalan, t. V, p. 23. — « Discuter le nombre de racines réelle» 

comprises entre o et 6 au moyen de la substitution y = . » 

jî— a 
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Soit réquation ax* + ^^ + ^ -- o. (1) 

Faisons un changement d'inconnue et posous 



y = 



tzJ^, (2) 



X — a 

A toute valeur réelle de x correspondra une valeur réelle 
de y, et réciproquement. De plus y sera positif pour toutes 
les valeurs de x comprises entre a et p, négatif pour toutes 
les autres. 

En portant dans Féquation (1) la valeur de x tirée de 
réquation (2), ou a, tous calculs fails, 

(oa* -]- boL -{- c) y* -\- {2aa.p + ^* + ^P + 2c) y 

+ ap« + 6p + c = G. (3) 

Donc : 4® si Ton a 

(aa« -f 6a + c) (ap« -f 6p + c) < o (4) 

Les deux valeurs de y fournies par Téquation (3) sont 
réelles et de signes contraires ; donc les deux racines de 
l'équation (1) sont réelles et Tune d'elles est comprise entre 
a et p. 

i"* Si les racines de l'équation (1) §ont réelles, et si Ton 
a en même temps 

( (aa« + 6a + c) {ap^ + bp + c) > o, (S) 

^ ^ 1 (2aap + 6a + 6p + 2c) {a%^ + 6a + c)< o. (6) 
les deux racines de 4'équation (3) seront réelles et positives, 
et par suite les deux racines de Véquation (1) seront com- 
prises entre a. et p, — Le théorème est donc démontré. 

Rebiarque I. — Pour le cas particulier oîi p = — a, le 
système I devient 

(aa» + 6a + c) (aa« — 6a + c) > o, (7) 

(c — aa») (aot* + 6a + c) < o, (8) 

Ce système peut se simplifier en observant que les deux 
facteurs de Tinégalité (7) étant de même signe, leur somme 
2(c + aa*) a le môme signe que chacun d*eux. On peut donc, 
dans l'inégalité (8), remplacer le facteur (aa' + ^* + c) par 
le facteur de même signe (c + û<**)î et le système devient 
( (aa« + 6a + c) (aa» — 6a + c) > o, 
I (c — aa*) (c + ax") < o. 

Remarque IL — Pour le cas particulier oîi a = o, le sys- 
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lème (I) devient 

c {ap* + 6p + c; > o, (9) 

c (6p + 2C) < o. (10) 

Toutes ces formules peuvent être inlroduites utilement 

dans la discussion des problèmes du second degré. 



BACCALAURÉAT ES SCIENCES 



Poitiers. 



D'un point I, pris sur une droite DD', et à une distancé 
IF = a d'un point fixe F, on mène une droite quelconque 
HH' faisant les angles a et p avec DD' et IF. A quelle dis- 
tance X du point I trouvera-t-on sur cette droite un point M, 
équidislantde E et de DD'? Discuter les conditions de pos- 
sibilité. — Quelle lelation doit-il exister entre les angles a 
et p dans le cas d'une solution unique ? Déduire de cette 
relation la propriété do la tangente à la parabole. 

LiUe. 

Une cuvette ayant à peu près la forme d'un verre de 
montre est limitée par deux surfaces dont les coupes MSN, 
MS'N faites par un plan vertical'mené suivant Taxe de revo-: 
lution sont des paraboles telles que la distance FF' de leurs 
foyers respectifs vaut le double de l'épaisseur e = SB' de 
la cuvette à l'endroit le plus bas. On demande à quelle dis- 
tance au-dessus ou au-dessous du plan horizontal MN se 
trouvent situés ces deux foyers F et F', sachant que l'épais- 
seur SS' ou e est de un centimètre. 

— Le 10 juillet 1882, à midi moyen, la déclinaison du 
soleil est boréale, et égale à 22*^14'. On demande pour ce 
même jour ; 1** quelle est la hauteur du soleil à midi au- 
dessus de l'horizon de Lille (latitude 5o**38'44''); 2« quels 
sont les points de la terre qui le voient passer à leur zénith ; 
3® quels sont les points de la terre pour lesquels il ne se 
couche pas. 
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— Effectuer la somme suivante, composée des sommes d'une 
infinité de progressions prolongées à l'infini: 

+ i+^ + i + • • • 

.J L . . . 

17 17 '7' 

+ • 



I 



+ 4- + I + (4- + I)' + (4- + I)' "*" ■ ■ • 
a Tinfiui. 

— Par le sommet d'un angle A d'un triangle ABC, on mené 
une droite AD faisant avec AB un angle x. Comment faut- 
il prendre cet angle de manière que, si l'on fait tourner 
la figure autour de AB, le volume engendré par ADB soit 
le quart du volume engendré par ABC. (Les éléments du 
Iriaugle sont connus; mais les formules demandées ne 
devront contenir que les angles A,B,G). 

— Connaissant deux côtés d'un triangle et la médiane 
qui pact de leur point de concours, trouver l'angle de ces 
deux côtés, 

— Une pierre homogène, dont la densité est 3, est taillée 
eu forme de tétraèdre; elle repose sur le sol, et a pour base 
horizontale un triangle équilatéral ABC de un mètre de côté ; 
sa hauteur SA tombe sur le milieu H du côté AB. On demande 
quelle force horizontale SF parallèle à CH il faudra appli- 
quer au sommet S pour ébranler la pierre en la faisant tour- 
ner autour de AB, support fixé sur le sol. 

— Une ellipse et une parabole ont un foyer commun, et le 
sommet de la parabole coïncide avec le centre de l'ellipse. 
Connaissant le grand axe et la distance focale de l'ellipse, 
trouver la distance du foyer commun à l'un des points d'in* 
tersection, et la distance de ce même foyer aux points de 
rencontre de Taxe commun : 1® avec la tangente à la 
parabole au point de rencontre; 2® avec la normale à l'ellipse 
au même point. 
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*— Connaissant dans un triangle 6 el c et la longueur 
a de la bissectrice de Tangle qu'ils comprennent, calculer 
cet angle, ainsi que les segments déterminés par la bissec- 
trice sur le troisième côté. 

— Les deux faces d'une lentille biconcave ont pour sec- 
tions, faites par un plan mené suivant l'axe principal, deux 
paraboles égales. Le diamètre de la lentille est 2 décim. ; 
l'épaisseur sur le bord 5 millim., l'épaisseiir sur l'axe 1 mil- 
limètre. On demande à quelle distance l'un de l'autre sont 
les foyers des deux paraboles. 

— Vitesse dans un mouvement varié. La calculer quand 

— Trouver la surface d*un triangle dont les hauteurs sont 
respectivement 200«», 210" et 220". 

— Un trapèze a ses bases respectivement de 400" et de 
300", et sa hauteur est de 200". A quelle distance de la 
grande base faut-il mener une parallèle à cette base pour en 
détacher une bande de un hectare contiguë à la grande 
base. 

— Étant donné un cercle et un point A dans le^jfan de 
ce cercle, à une distance a du centre, on mène par oe poict 
A une corde BC de longueur d. Calculer les segments AB, 
AG, et Tangle OAC. 

Paris. 

On lance de bas en haut, sur une même verticale, et 
à detix secondes d'intervalle, deux corps pesants avec une 
même vitesse de 25 mètres par seconde. On demande comment 
varie la distance qui sépare en deux corps, et en quel point 
ils se rencontreront. 

— A quelle condition doivent satisfaire les deux nombres 
a et 6 pour qu'il existe des valeurs réelles de x vérifiant 
Téquation a sin ûc -(- 6 cos ce = i . 

— Le rayon de la base d'Un cône est R ; son apothème 
est a. Un plan P, parallèle à la base du cône, divise le 
solide en deux parties qui ont la même surface totale. Ex- 
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primer à Taide de r et de R la distance du plan au sommet 
da cône. 

— On donne cos 2a = — trouver tff — . 

2 ^2 

— Etant donnée une circonférence de rayon R, on considère 
un parallélogramme circonscrit ABGD. Démontrer que ce 
parallélogramme est un losange, et que l'on a 

AC* ~ BD» 4R* ' 

Quel est, parmi tous ces losanges circonscrits, celui qui a 
la plus petite surface ? 

— Deux sphères égales, de rayon R, sont placées de 
telle manière que chacune d'elles passe par le centre de 
l'autre. Calculer le volume commun aux deux sphères. 

— Si les extrémités A et B d'une corde AB de longueur 
conslante glissent sur une circonférence de rayon R, un 
point quelconque de la corde mobile décrit également une 
circonférence. Calculer la surface de la couronne comprise 
entre les deux circonférences connaissant la longueur 
^C =0, Bc = 6 des deux segments de la corde. 

— a et 6 étant donnés, entre quelles limites m doit-il être 

compris pour que l'équation j 1- 



X -\- a X-}- b X -\- m 
ait ses racines réelles? 

— Sur les quatre côtés d'un carré ABCD on construit 

des triangles équilatéraux. Démontrer que le quadrilatère 

formé en joignant les sommets extérieurs de ces triangles 

est un carré, et calculer sa surface. 



EXAMENS ORAUX POUR SAINT-CYR 



--On donne un triangle rectangle ABC, mener DE paraU 
lèle à AC telle que la figure tournant autour de AB, la ligne 
brisée CDE engendre une surface égale à ttw". 

— Déterminer l'angle aigu x d'un triangle rectangle ABC. 
pour que, si du sommet B de l'angle droit B on abaisse 5D 
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perpeûdiculaire sur Thypoténuse AC, on ait AC* — 2BD* = K*. 
Discuter. 

— On donne un demi-cercle AB et une tangente en B. 
Mener une droite AD rencontrant le cercle en G et la tan- 
gente en D, et telle que 2AC* -}- AD* == 4K^ Prendre pour 
inconnue Tangle en A. 

— On donne un demi-cercle AB et une corde PQ, parallèle 
à AB; enjoint QB et AP. Déterminer PQ pour que Ton ait 

AP« -f PQ* + QB* = 4W1'. 

— On donne un triangle rectangle ABC, Du sommet A de 
Tangle droit on abaisse AD perpendiculaire sur BG, puis DE 
perpendiculaire sur AG et ainsi de suite. Trouver la limite de 
la somme de toutes ces perpendiculaires. 

— On donne un cercle et deux diamètres rectangulaires. 
Trouver sur le quadrant CB un point M tel que, si on 
abaisse MP et MQ perpendiculaires sur les deux diamètres, 
la surface totale engendrée par le rectangle en tournant 
autour de GD soit égale à 2Tîm*. 

— On donne un triangle équilaléral. Prendre sur le prolon- 
gement de la base GB un point M tel qu'en menant par M une 
sécante MPQ les deux surfaces PBM et PQA soient dans un 
rapport donné. On donne BG = a, BM = d. Prendre pour 
inconnue l'angle en M. 

— Résoudre un triangle rectangle connaissant le péri- 
mètre 2p et la hauteur h. 

— Dans un triangle rectangle on donne l'hypoténuse a et 
la bissectrice de Tangle B. Gelculer B. 

— On donne un demi-cercle AB. Gomment faut-il mener la 

GD 
corde GD parallèle à AB pour que -rr^ == K? 

— On donne un demi-cercle AB. Déterminer l'angle en A 
que doit faire une corde AP rencontrant la tangente BG en 
Q pour que, si on fait tourner la figure autour de AB, la 
somme des volumes engendrés par le secteur APNB et le 
triangle curviligne PNBQ soit égale à un volume donné. 

— On donne une circonférence tangente en A à une droite 
xy. Quelle doit être la position d'un diamètre GD pour que 



I 



• 
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si des extrémités G et D on abaisse des perpendiculaires sur 
xy^ CE, DE, on ait 

surf. EG + sur GD -f surf. DF = ic m«. 

— On donne un demi-cercle AB. Placer un rayon OG de telle 
sorte que surf. OG-f-surf. GMB = irm*, on tourne aulour de AB. 

— On donne trois cercles tangents extérieurement, de 
rayons R, R'. R'.Galculer les angles sous lesquels les droites 
qui joignent les centres se coupent. Aire du triangle curvi- 
ligne compris entre les trois cercles. 

— On mène les deux tangentes communes à deux cercles 
tangents extérieurement. Gonnaissant les rayons R et R' de 
T5es cercles, calculer Tangle a de leurs tangentes. 

— Galculer le volume d'un cône en fonction de l'angle au 
sommet 2a et du rayon R de la sphère qui lui est inscrite. 



QUESTION 65 

Solution par M. Amaury de Kerdrel, à Keruzoret. 



démontrer les propositions suivantes : 

/° La somme de trois cubes consécutifs est toujours divisible 

par trois fois le terme du milieu et toujours par 9. 

n' + (n+ 2)' 
^ Le nombre -^— ^ — est toujours un nombre en- 

4 
lier; il est de plus toujours un nombre composé, excepté pour 

n= I. 

5® Les nombres de la forme arithmétique n* -{- ^* + i ^^^^ 
toujours composés, excepté pour n= i. (G. L.) 

Les trois nombres étant consécutifs sont de la forme 

a — I , o, a + I . 

La somme de leurs cubes est donc 

3a* + 6a ou 3a(a* + 2). 

Sous cette forme on voit qu'elle est divisible par 3a. Pour 
prouver qu'elle est aussi divisible par 9, il suffit de faire voir 
que a(a' -f" 2) ^^^ toujours un multiple de 3. Si a est un 
multiple de 3, la proposition est évidente. Autrement a est 
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de la forme 3* + i et a* -f" 2 3= gk* + 6^+3, ce qui est 
toujours divisible par 3. 

Donc la somme de trois cubes consécutifs est toujours 
divisible par 9 . 

1^8 _j_ /|j l_ 2)' » 

2^ Le nombre ^ — ■ se réduit en divisant la 

4 
somme des deux cubes par la somme de leurs racines à 

(n-f i) [n' — n(n + 2)4- (n+ 2)»] _ (n + i)(n«-f-2n+4) 

2 ~" 4 

Sous cette forme on voit que le nombre proposé est toujours 
entier ; et de plus qu'il est toujours composé, excepté pour 
n = I. 

3^* Les nombres arithmétiques de* la forme n* + n* -f* i 
reviennent à (»î'+ 0* — *** 

ou (n*-|- n + i) (n* — n+ i) 

Ils sont donc toujours composés excepté dans le cas où 
n= I. 



QUESTION 68 

Solution par M. Perrin, élève du Lycée Gharlemagne. 



On considère un cercle fixe A, et un diamètre fixe PQ de ce 
cercle. Soit A un point supposé mobile sur A ; abaissons de ce 
point une perpendiculaire AB sur PQ, et du point A comme 
centre, avec AB comme rayon, décrivons une circonférence qui 
rencontre A aux points ii et D ; la droite CD rencontre AB au 
point 1. 

f o Trouver le lieu décrit par le point I ; 

^ Démontrer que si Von considère sur A deux points A et A' 
tels que la corde AA* soit vue du centre sous un angle droit, 
et si Von répète au point A' la construction indiqua pour le 
point A, les distances du point aux deux cordes CD et CD' 
ainsi déterminées ont une somme constante; 

5® Étudier les variations de CD quand le point A se déplace 
sur A; 
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4** Après avoir remarqué que le point I est le milieu de AB, 
m propose de démontrer que les cercles décrits sur BP et BQ 
comme diamètres sont tangents Vun et Vautre à la droite CD'; 

5^ CD rencontre PQ en un point R ; démontrer que la polaire 
du point R par rapport auœ droites 
AP et AQ passe par le pied de la 
perpendiculaire abaissée de B sur 
CD. ' (G. L.) 

1® Soit le centre du cercle 
fixe, K le point d'intersection de 
A.0 avec CD et A' le point diamé- 
tralement opposé à A. 

Les triangles semblables AKI, 
ABO donnent 

AI . AB = AK . AO; 

AK . AA' ÂC^ 




mais 



donc 



AK . AO = 



AB^ 



Aï = 



AB 



ell est le milieu de AB ; le lieu de I est donc une ellipse 

PQ 
ajant PQ pour grand axe et pour petit axe . 



20 De 

on tire 
d'oîi 



AK = 



AK . AO = 
2AO' 



AB 



2 



OK = AO — 



AB 



2 



2AO 

FF* 



(1) 



de même OK' = AO — . _ 

2AO 

mais AO == A'O 

AB« + rS'* = l3^ + ÔB* = ÂO' 
puisque les triangles AOB, A'OB' 
sont égaux : donc 




et par suite DK -f- OK' est constant. 



116 

30 



JOCRNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 



i 



CB:' = AO''-r-OK*; 



AO 



mais d'après (1) OK varie de AO à quand A se déplace 

de Q en S, QS étant le rayon perpendiculaire à PQ ; donc 
CK^ part de quand A est en Q, croît à mesure que A se 

rapproche de S et atteint son maximum — AO^ lorsque A 

4 . 

est en S ; par suite CD varie de à AO \/3 quand le point A 
se déplace de Q en S. 

QuandlepointAvadeSenP,GDdécroîtdeAO v/3 à 0, puis 
lepoint AallantdePen S' diamétralement opposé à S', CD croît 

de nouveau de à AO v/3 pour décroître ensuite de AO \/3 
à quand le point A décrit l'axe S'Q. 

4*^ Soit L le milieu de PB; joignons AP, LI ; A étant milieu 

de Tare CD, la tangente AT en A 
à la circonférence A est parallèle 
à la corde CD. P est le milieu de 
Tare AA", A" étant le symétrique 
de A par rapport au diamètre PQ; 
donc PA est bissectrice de Tangle 
TAB, et LI qui lui est parallèle est 
bissectrice d*^. Tangle CIB. 

La circonférence de rayon LB 
sera donc tangente à la corde CD. 
On verrait de même que la circonférence de rayon L'B 
sera tangente à la même corde. 

5° Abaissons de L la per- 
p endiculaire LE sur CD : 

LE= LB = LP; 
d'autre part AO = OP ; les 
triangles PLE, PAO sont sem- 
blables et les trois points P, 
E, A sont en ligne droite. 

De même E' étant le pied de 
la perpendiculaire abaissée de 
L* sur CD, les trois points Q, E', A sont en ligne droile. 
Abaissons de B la perpendiculaire BF sur CD : 
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H7 



on a 



RL 



LE 



BL 



RL' L'E' BL' ' 
la division (RBLL') est donc harmonique et par suite la 
division (RFEE'), projection de la précédente sur RDC, l'est 
aussi et ÂF est la polaire de R par rapport aux droites 
AP, AQ. 

Nota. — La même question a élé résolue par MM. Vialard, à Cluny ; Cha- 
pi*OD, institution Peschard, à Yincennes; Gindre, à Pontarlier ; Bordier, à 
BlaDzac;de Kerdreil, à Kemzoret; Jean Slabochevitsch, à Saint-Pétersbourg; 
Giat, Rougelin, Sauve, à Moulin; G. La Cheinais, lycée Henri IV, à Paris; 
Aubry, à Gharleville; Lafay, Bourgarel, i Toulon; Naura, à Vitry-le-François. 



QUESTION 69 

SolutioH par M. Acbry, élève au Lycée de Gharleville. 



Dans un triangle ABC, on a 



R, 1, m, h, étant respectivement le rayon du cercle circonscrit, 
la UssectricCy la médiane et la hauteur partant d*un même 
sommet. (E. Lemoine.) 

Soit en effet le centre du cercle circonscrit ; de ce point 
abaissons la perpendiculaire 
OM sur BG ; elle rencontre BG 
en M et le cercle en E. On sait 
que AM est médiane et que 
AE est bissectrice deVangle A. 
Soit de plus AH la hauteur 
correspondante au côté BG. 

Les triangles semblables 
MDE et ADH donnent la pro- 

DE MD 

ad' 



portion 
d^où 



DH 



AD. DE MD 




AD^ 



DH* 
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En remarquant que AD. DE = BD.DG, l'égalité précédente 

AD.DC _ MD AD« + BD.CD _ MD + DH 
devient ^^^ — ^^ . jr^^ - — . 

Or, Ton sait que 

AB.AG = AD« + BD.DG. 
AB.AG MH 

^'''' -SdT- = DH 

MH 
et AB.AG = AD* .•^. 

DH 

D'après un théorème connu 

AB.AG = 2Rh 
et de plus 



MH = \/AM« — AH'» = y/m» — h^ DH = /AD» — AH^ 

= v/i* — h\ 
Il vient donc finalement 



f l*-h* 

h r /« — /».« * 



Nota. — Là même question a été résolue par MM. A. de Kerdret, à Keru- 
zoret ; Bourgarel, à Toulon ; Rougelin, à Moulins. 

QUESTION 71 

fioiutioii par M» Bougarel, élève au Lycée de Toulon. 



Dans un triangle ABC, on mène les bissectrices BD, GF des 
angles en B et G, et la droiteDY, Démontrer que si d'un point 
quelconque^ de DF, on abaisse les perpendiculaires MP,'MQ, MN, 
respectivement sur AB, AG, BG, on a 

MN = MP + MQ. 

Des points D et F abaissons des perpendiculaires DG, 
DH, FI^ FJ, sur les côtés opposés à ces points. 
Les triangles semblables FMP, FDG, nous donnent 

MP = -|^ X GD. 
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De même, les Iriûngles semblables FDI, MQD nous don- 
nent MQ = -^ X FI. 

Mais on a FI = FJ, et DG = DH, puisque GF et BD 
sont les bissectrices des angles à la base. 
D'autre pïirt, on sait que Ton a 

MD X FI + MF X GD = MN X FD. 
En comparant cette relation, mise sous la forme 

MD ' ^ , MF ^^ _.^^ 

■fd^^^+fd^^^ = ^^' 

à la somme des deux premières, on trouve bien 

MN = MP + MQ. 

Nota. — Ont résolu la même question MM. Taratte, à Évreux; Vialard, 
Berdon, à Cluny; Millot, à la' Flèche; Giat, Julien Sauve, Rouzelin, à Mou- 
lins ; Abadie, à Mont-dc-Marsan ; Aubry, à Gharleville ; Slabochevitsch, à 
Saint-Pétersbourg; Thiélou, école Lavoisier, à Paris. 



QUESTIONS PROPOSEES 



88. — Étant donnée la série illimitée 

7, i3, 25,43, 67,97, i33, 175, ... 
dont le terme général, celui qui en a n avant lui, est 

xn= 3(n* -f- "") + 7> 
démontrer les propositions suivantes : 

1. Sur cinq termes consécutifs, pris à volonté dans la série, 
un terme est divisible par 5 ; 

2. Sur sept termes consécutifs, deux sont divisibles par 7; 

3. Sur treize termes consécutifs, deux sont divisibles par 1 3; 

4. Aucun ternie de la série n'est égal à un cube ; 

5. Une infinité de termes, tels que x, = 25 ; 0*39 = 4225, 
etc., sont des carrés divisibles par 25. 

Nota. — La deuxième et la troisième proportion sont 
comprises, comme cas particuliers, dans la suivante. Si N est 
un nombre premier, de la forme 6n -j- i, sur n termes con- 
sécutifs de la série, deux sont divisibles par N. — On peut 
affirmer aussi que, à l'exception de 5, aucun nombre premier 
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de la forme 6m — i ne peut diviser la série ; mais ces propo- 
sitions, que nous énonçons ici incidemment, et parce que 
Toccasion s'en présente, tiennent à des principes moins élé- 
mentaires que ceuK qui servent à justifier les principes ci- 
dessus. {S. Réalis.) 

89. — On donne trois points en ligne droite, A, B, G ; par 
A et B on fait passer une circonférence quelconque O; soit 
P le pôle de AB par rapport à ; la droite PC rencontre en 
des points I et I' ; trouver le lieu de ces points, lieu qui est 
une circonférence. (G. L.) 

90. — On considère une parabole P, et sur Taxe de cette 
courbe un point Q, situé à une distance -2p du sommet 0. 
Soit A un point quelconque de P; on projette A en B sur la 
tangente au sommet; les droites QB et OA se coupent en un 
point I, dont on demande le lieu géométrique.- (G. L.) 

91. — On considère des paraboles P, ayant pour sommet 
un point fixe et passant aussi par un autre point fixe A. 
1® Les tangentes à P aux points et A se coupent en un point I, 
trouver le lieu de ce point; 2° la tangente au point A et 
Taxe de la parabole se coupent en un point I', trouver le lieu 
de ce point. On déterminera ces deux lieux par des considé- 
rations purement géométriques. (Ecole centrale, 4879.) 



Le Rédacteur-Gérant, 
E. VAZEILLE. 
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LA GEOMETRIE RÉCURRENTE 

Par M. €}• de lioagehamps* 

(Suite et /fn, voir pages 3, 25, 49 et 73.) 



QUATRIÈME APPLICATION 

Étude de géométrie récurrente sur le cercle des neuf points. 

29. — Considérons maintenant quatre points i» 2, 3, 4, 
sur une circonférence A, et désignons par (0^29 ^^ centre du 
cercle des neuf points du triangle i, 2, 3. 

Nous établirons d'abord la propriété suivante : 

Théorème. — La droite co^ (ùû, est parallèle à la droite 

qui joint les deux points^ dont les numéros ne sont pas com- 
muns aux indices d et ^^ de plus elle est égale à la moitié de 
cette droite. 




Prenons, par exemple, les deux triangles i, 2, 3 ; i, 3, 4 • 
soit A le milieu de la corde i, 3, point commun aux deux 
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circonférences Wj,,, (Oi,^ ; .soient enfin B, C, D, E les milieux 
de cordes i, 2 ; 2, 3 ; i, 4; 3, 4. Les circonférences que 
nous voulons considérer sont celles qui sont circonscrites 
aux triangles ABC, ADE. Il est remarquable que ces cir- 
conférences soLt égales. 

En effet, les rayons de ces cercles sont donnés par les 
formules 

^''' - 2 sin BAC ' """^ "" 2 sin DAE ' 
on a d'ailleurs BG = DE, chacune de ces droites étant 
égale à la moitié de la corde i, 3 ; de plus, les angles BAC 
et DAE sont supplémentaires; on a donc bien R128 = Ru*. 

Il résulte de cette remarque que les deux triangles BC(0j2s) 
DEa)|2i sont égaux; on voitaussi que leurs côtés sont, deux 
à deux, parallèles. 

En particulier les côtés Cw^as» Ewjas sont égaux et paral- 
lèles; par suite, la figure CEw^aj w^a* est un parallélogramme. 
Les deux lignes CE et (ù^2s «124 étant égales et parallèles, 
si Ton ajoute que CE est parallèle à la corrle 2, 4, et égale 
à sa moitié, la proposition énoncée se trouve ainsi établie. 

30. Théorème. — Étant donnés quatre points sur une 
circonférence, si Von considère les quatre triangles déterminés 
par ces points, pris trois à trois, et les centres des cercles des 
neuf points qui correspondent à ces triangles, les quatre points 
ainsi obtenus sont situés sur une circonférence. 

En effet, le quadrilatère <*?i28»w284. ^^u w^^, est homothéti- 
que au quadrilatère proposé i, 2, 3, 4. Les quatre points w 
sont donc situés sur une même circonférence, dont nous 
désignerons le centre par w,234« 

L'homotbétie de ces deux quadrilatères prouve encore que 
la droite qui joint le point i à 0)234, ^^ l^s trois droites 
analogues, concourent au même point S^jg^. Ce point 81,54 
est situé sur la droite qui joint le centre de la circonfé- 
rence donnée au point Wi^s*» et partage intérieurement celte 
droite, dans le rapport de 2 à i. En d'autres termes on a 

S1284O = 2Si284<^l284« 

31. — Prenons maintenant cinq points i, 2, 3, 4, 5, sur 
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une circonférence de centre 0; ces points étant combinés 
quatre à quatre, on obtient, par la propriété précédente, cinq 
points (0 d'ordre 4, que nous allons considérer. 




Les deux cercles Wu34, Wi,,,, ont un point commun, le point 
Wi28. D'après ce que nous avons dit tout à l'heure, si Ton 
joint (O123 au point 4, et si l'on partage cette droite dans le 
rapport de i à 2, on obtient un point S1234, qui est tel que 
la droite OS^jj^, prolongée d'une longueur moitié moindre 
donne justement le point 0)1234. En appliquant cette remarque 
au quadrilatère i, 2, 3, 5, on obtient la point (o^s» et la 
similitude des triangles fait reconnaître facilement que la 
droite ^ù^J^^ (O1233 est parallèle à la corde 4, 5, et égale à sa 
moitié. 

De cette remarque on conclut que les cinq points co, d'ordre 
4, sont situés sur une circonférence dont le centre est 
désigné par w^jj^j. Il est facile de généraliser ces propriétés 



1^4 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

et laissant au lecteur le soin de compléter, conformément à 
la méthode déjà exposée dans les exemples précédents, 




les explications nécessaires, nous énonçons le théorème 
général suivant : 

Théorème. — /® Si Von désigne par wa^ w^ deux points 

w il ordre (n — i), la droite w^ Wg est parallèle à la droite qui 

joint les deux points dont les numéros ne sont pas communs av^v 
indices ol et p ; de plus, elle est égale à la moitié de cette droite. 

3° Les n points w d'ordre (n — i) sont situés sur une cir- 
conférence; le centre de cette circonférence (Ji)ij5...n est le point 
iù d'oi'dre n. 

3^ La droite qui joint le point n au point Wi2...(ii- d et les n 
droites analogues concourent en un même point Su...n. 

4^ Si Von joint le centre 0, delà circonférence donnée, au point 
Sj2...n^' si Vonprolonge cette droited'une longueur moitié moindre^ 
ou a le point a)i2...n lui-même, 

32. — Une étude de géométrie récurrente peut encore 
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se faire par un procédé différent de celui que nous avons 
indiqué jusqu'ici. Nous no voulons que signaler cette voie 
nouvelle et un exemple nous suffira pour en montrer l'es- 
prit. 

Imaginons quatre points jetés sur un plan. Désignons ces 
points par A^jBi? Ci,Di ; et supposons que Ton considère en 
particulier le triangle B^ C^ D^. Avec ce triangle et au 
moyen d'une certaine construction géométrique, on déter- 
mine un point Aj. Cette même construction, appliquée suc- 
cessivement aux triangles A|DiGi , A^DiBi, A^BiGi, donne 
trois autres autres points B^, G„ Dj, points analogues de A^. 
On obtient ainsi une figure A^BjC^Dj, qui est déduite de 
la figure A^BiGiDi d'après la loi proposée. On comprend 
alors que, de la figure AjB,CjDj, on peut, par la même 
construction, faire naître une troisième figure AjBjGjDg ; 
de celle-ci une quatrième, et, en continuant indéfiniment 
cette suite de constructions, on obtient des figures, qui se 
succèdent, d'après une loi géométrique, dérivent les unes dos 
autres comme les termes d'une série, et qui jouissent, les 
unespar rapport aux autres, de propriétés géométriques que 
Von peut rechercher. 

33. — G'est encore la circonférence des neuf points qui 
va nous servir pour montrer un exemple de cette récurrence 
des figures; mais, pour plus de commodité, nous emprun- 
tons, pour la démonstration qui suit, quelques propriétés à 
la géométrie des coniques. 

Prenons quatre points A^, B|, Gj, D^ dans un plan. On sait : 
1^ que ces quatre points déterminent une hyperbole équi- 
latère H ; 2^ que la circonférence des neuf points du triangle 
AiB^Gi, par exemple, passe par le centre de cette hyper- 
bole; 3® que les points de concours des hauteurs des trian- 
gles AiBiGi, B^GiDi, etc., appartiennent à H. 

On peut donc énoncer le théorème suivant, par l'énoncé 
duquel nous terminerons ce travail : 

Théorème. — Considérons un quadrilatère formé 'par quatre 
points Ai,Bi,Gi,Di ; désignons par A^ le centre des hauteurs du 
triangle 'BfiJ)^ et considérons le quadrilatère A^B fi J)^. En 
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opérant sur celui-ci, comme sur leproposéfOn obtient un nouveau 
quadrilatère A^Bfi^T)^ et ainsi de suite : on arrive ainsi, après 
(n — i) constructiom de ce genre, à un quadrilatère que nous 
désignerons par AnBnC„D„ ; les circonférences des neuf points, 
en nombre égal à 411, qui correspondent aux triangles kfifi^, 
BiGjDi, elc BnCnDn, concourent au même point. 



EXAMENS ORAUX POUR SAINT-CYR 



Algèbre. 

ce' a* 



— Résoudre i + 605 + - 

a — X a — X ^ 

— Résoudre X'\'y ^= xy, 

a? -f- î/ == ^* — î/*' 

— Résoudre xy + a{x -)- t/) = p, 

œ* + y^ + H^ + y) = ?• 

— Résoudre xy = a*, 

x^'~y^ = b*. 

— Résoudre x + 2{y -^ z)z=c, 

z -f- 2(x -}- y) = a. 

— Faire la somme 

g , a'\-r a-^ 2r a -}- 3r a-\-nr 

6 "*" 6g "•■ 6g* "^ bq^ +---i ^^• 

3/^2 5a; + 3 

— Maximum et minimum de — — . 

20? — I 

ax^ I 6«K I c 

— Trouver le maximum et le minimun de r^—, — 77!-— 

aa;+ 6 

— Résoudre \/mx + a + \/x + 6 = c. 

— Réduire à sa plus simple expression 



x^ +2i»*+4^+8 

„,, . > 1 • 1 • 8a5» — 120;' + 6a; — i 

— Réduire a sa plus simple expression ! 

if X ~\^T a 

— Résoudre (^ + + r a? 1 = —' — '• 



i 
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— Résoudre x' -j- y' = a * 

— Étudier les yariatioDs de — — -; — . ^ . 

ic* -f- 40; + ^ 

— Résoudre rinéâralilé -; zy^^ o. 

ax — 

■— Résoudre x — y=z a. 

^/ X —)/ y = ^• 



oc* X* 



— Résoudre 1 = i . 

a;' — I X*. — 9 

— Construire x = ; x = 



if m 

X = a y — ; 
t n 



v/5 + I v/2 — 



I 



aV 3 . 



a 



x = '■ • ^ — 



ôy/ 2 V 5 



— Sachant que x et x" sont racines de Téquation 
«' + pa? + î = o> former une équation du second degré dont 
les racines soient x + 3x'' et x" + 2x'. 

— Variations de la fonction y = -—— -. 

5x*— 2X — 3 

— ? Variations de t/.= r-. 

* 2X — 3 

— Condition de réalité des racines de l'équation 

(3X+i)x« — (4X+ i)x+ i2X = o. 
Limites de X pour que les racines soientplus grandes que 2. 

— Résoudra et discuter 

(m — 2) X* + (^ — 3) X -f- (m — 4) =— o. 

— Résoudre et discuter 

(m — /) x' + 2 (w -{- i) X + 2ac = o. 

— On donne la fonction y = y/x* — i3x* + 36 ; entre 
quelles limites doit varier xpour que y soit réel? 

— Étudier les variations de la fonction j/ = x* — 3x' + 7> 
X variant de — 00 à + ^ • 

— Résoudre >► o. 

1 — 2m 
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— Résoudre ac + ot/ =6 

y — ax= c. 

— Étudier les variations de la fonction y = — : , oc va- 

se* — 7 

riant de — oo à + oo . 

— Résoudre — > o. 

X* — 4X + ï 2 

— Ëtant donné wx* + 2x^ + (^ — = ^> quelles valeurs 

faut-il donner à m pour que les quatre racines soient 

réelles? 

• I 

— Variations de la fonction y = — r—r-, 

^ 05* — 4a? + 3 

— On donne y = \/x* — 16a;* + 63. Dans quels inter- 
valles X doit-il être compris pour que y soit réel ? 

— Soit (m — 2)x* -« (m — i) ac* + m = o. Discuter, x 
devant être réel et positif. 

— Résoudre x^ — 1=0. 

Trigonométrie. 

— Résoudre sin x + cos" x = m. 

— Résoudre tg' x -jj- cos* x = m*. 

_, , , sin' X 

— Résoudre :-^ — zz= m. Discuter. 

2 — sin^ X 

2sin" X ^. 

= m. Discuter. 



3 — sin* X 

— Résoudre m* sin* x — 2sinaî — 3=o. Discuter. 

— Rendre calculable par logarithmes 

sin a -j- sin 2a -}- sin 3a. 

— Résoudre m* sin* 05 — 3 sin a? + 2 = o. Discuter. 

— Rendre calculable par logarithmes 

cos a + cos b -\- cos c + cos (« + 6 + c). 

— Résoudre m* cos x + sin 2X = m. 

— Résoudre cos x -j- 3cos 205 = m. 

— Résoudre m cos ce = tg x. Discuter. 

— Résoudre sin a? = cos 5a? 

sin* X 

— Résoudre = k. Discuter. 

2 — m cos X 
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— Résoudre a? -|- y = a; 

siii X sin y =z b. 

— Résoudre (sin x — cos x) sin x = a. 

— Résoudre x — y := a. 

sin* X — sin* y = b. 

— Vérifier Tg a + cotg a = — : . 

sm 2a 

— Repdre calculable par log. 

sin a + sin (a + ^) 
+ sin ( a+ 2A) + sin (a + 3/i). 

I 



— Vérifier cos 2a = 



- Vérifier ig {— — ^\ = 1 



I -f- tg a tg 2a 
- sin a 



4 2 / cos a 

tsr X 

— Que devient si x tend vers o ? 

I — cos X 

n. T^ 1 , ., sin 2a cos a 

— Simplifier le produit X 



I + cos 2a I -f- cos a 

^ . . . ,, . sin a — sin b 1 ^ 1 

— Que devient 1 expression quand a tend 

tg a — tg 6 ^ 

vers 6? 

— Résoudre tg (c — tg 205 = sin a?. 

— Simplifier et calculer l'expression 

cos a cos (6 — c) 
+ cos b cos (c — fl) + cos ccos (a — 6). 

Mécanique. 

— Dans un plan incliné quel doit être Tangle a pour que 

le corps de poids P soit en équilibre, sachant qu'il est soUi- 

p 

cité par trois forces — tirant Tune de bas en haut, l'autre 

3 

horizontalement et l'autre parallèlement au plan ? 

— On donne une circonférence et un diamètre vertical AB. 
Trouver l'angle a que doit faire un rayon OC avec AB pour 
qu'un mobile partant de arrive en C dans le même temps 
qu'un mobile parti de A met pour arriver en B. 

— On donne une barre homogène de poids P et de lon- 
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gueur l, s'appuyant sur un plan horizontal AO sans frottement 
et contre un mur poli OK, incliné d'un angle a sur OA. On 
connaît Tangle p que fait la droite AB avec OK. Calculer la 
force Q qu'il faut faire agir horizontalement pour maintenir 
la barre en équilibre. 

— Quatre forces sont appliquées en A et sont situées dans un 
même plan. AP est horizontale et vaut &^; AQ fait avec AP 
un angle de 3o® et vaut 12^; AF un angle de 60® av.ec AQ et 
vaut 10^; AD un angle de 3o® avec AF et vaut i5^. Trouver 
la résultante en grandeur et en direction. 

— Un mobile pesant 36^ descend le long d'un plan incliné 
de 45®. En un point B sa vitesse est de 4°». La longueur AB 
est de ô"". On demande au bout de combien de temps il sera 
en A. 

— En un point situé à l'intérieur d'un triangle ABC on 
applique trois forces dont les grandeurs et les directions sont 
OA, OB, OC. On demande de trouver leur résultante et son 
expression en fonction de la distance du point au point de 
rencontre G des médianes. Démontrer que la résultante passe 
en G. 

— On fait monter un corps pesant 5oo^ le long d'un plan 
incliné de 3o®, à l'aide d'une corde qui s'enroule sur une 
poulie dont le rayon est de 20^"^ et qui est mise en mouve- 
ment par une manivelle dont la longueur est i"*,5o. Quelle 
est la force qu'il faut appliquer au bras de la manivelle pour 
maintenir le corps en équilibre? 



QUESTION 70 

fiolttlion» par M. Aubrt, élève au Lycée de Gharleville. 



Dans un triangle ABC, si h^, hj, h^ sont les trois hauteurs 
partant des points A, B, G,; x, y, z les distances du point de 
concours des hauteurs aux côtés BG, AG, AB, on a 

I _| l_ _ hi + X 



haz h,y hix (hj — x) 

(E. Lemoine.) 
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Soient AD, BF, GK les hauteurs ft^, A„ A,, et H leur poiot 
de concours; on a donc 
HD = a; ; HF = t/ : HK = 5?. 

On a donc à démontrer Té- 
galité suivante 



GK . HK ' BF 
AD + DH 



HF 



"^ AD . DH . AH ' 

cette égalité peut s'écrire 

AH . HD , AH . HD 

+ 




CK . HK 



BF . HF 
2AD — AH 



AH 



= 2 



AD ~' AD* 

Mais les quadrilatères AEDC, AFDB sont inscriptibles ; 

on a doiic AH . HD = BH . HF = GH . HK. 

- ,. GH , BH , AH 

On en tire .^ + _ + _^ = 2. 

On sait que si Ton abaisse les perpendiculaires,. OP, OQ, 
OR sur les trois côtés, on a 

AH = 2OP ; BH = 2OQ ; GH = 2OR ; 
donc l'égalité à démontrer devient 

OP^ _0Q 0R_ _ 

AD + BF "•" GK "" ' ' 
cette égalité se démontre facilement, car on peut récrire 

a . OP . 6 . OQ : e . OR 



+ 



+ 



a . AD • 6 . BF ' c . GK 
ce qui est évident, car chacun des dénominateurs est égal 
à 2S, et il en est de même de la somme des numérateurs. 

Nota. — La même question a été résolue par M. de Kerdrel, à Kéruzoret. 
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QUESTION 73 

Solutioa par M. Amauat de Kbhdrel, à Kéruzoret. 



On considère une parabole P, de foyer F, et de direclHce A. 
Démontrer que les tangentes communes à 'P et au cercle décrit 
de F comme centre avec le paramètre pour ragon : i° se cou- 
pent sur Vaxe en un point symétrique de F par rapport à A ; 
2° 5e coupent sous un angle de 6(P, (G. L.) 

1® Soit T le point où la tangente rencontre Taxe, et F' la 

projection du 
foyer sur cette 
tangente. On 
sait que cette 

projection 
tombe sur la 
tangente au 
sommet. Le 
triangle rectan- 
gle TPF' donne 
FF'» = AF 

XFT. 
Donc FT = 
2p ; et par suite 
TD = p = DE. 
Le point T est 
donc le symé- 
trique de F par 
rapport à A. 
2*> Dans le 

triangle rectangle TFF', le côté TF est double de FF. Donc 
l'angle TFF' vatit3 o**, et par suite Tangle des tangentes vaut 

Nota. — Ont résolu la même question : MM. Desplanques, à Condé-sur- 
Bscaut : Bablon, à *Épinal ; Plandé, Wateafu, à Soissons ; Malcor, à Paris ; 
Gindre, à Pontarlier; Martelly, à la Flèche; Voignier, à Gommercy; Viâlard, 
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à Cliinj ; BouilloD, Faure, de Gaiseuii, ioâtitulioD Sainte-Marie, à Besançoo ; 
Julien Sauve, Rongelin, Giat, à Moulin ; Bordier, à Blanzae ; Nanra, à Vitry- 
le-François; J. Slabochevitsch, k Saint-Pétersbourg; Bourgarel, Lfaaj, à Tou- 
lon ; Aubry , à Charleville ; Besson, à Nantes ; Jung, MaiaUrd, à Beau?ais. 



QUESTION 75 

Solution par M. Jean Slabocheyitsch, élève du second corps des Cadets, 

à Saint-Pétersbourg. 



On donne un quadrilatère inscriptible ABCD, dont les diago- 
nales se rencontrent en M. Du point M, on abaisse des perpen- 
diculaires sur les quatre côtés du quadrilatère. Les pieds de ces 
perpendiculaires forment un nouveau quadrilatère a^yS. On pro- 
pose de démontrer que ce quadrilatère est circonscriptible. 

Le quadrilatère AaM5 étant inscriptible, on a 

Ma3 = MA8 ; 
de même le quadri- 
latère inscriptible 
MaBp donne 

Map = MBp ; 
Mais les angles 
MBp, MAS sont é- 
gaux, puisqu'ils 
sont inscrits et in- 
tereeplent le même 
arc DG ; donc Ma est 
la bissectrice de 
Tangle pa8 ; on prou- 
verait de même 
que les autres bis- 
sectrices passent au 
point M. Donc le quadrilatère apyS, dont' les bissectrices sont 
concourantes est circonscriptible à un cercle, ayant le point 
M pour. centre. 

Nota. — La même question a été résolue par MM. Bablon.àÉpinal; Grand, 
Simon, à Lonis-le-Saulnier ; Julien Sauve, Rougelin,Giatt à Moulins; Yialard, 
Berdôn, à Cluny; Perrin, au lycée Charlemagne ; Fauconnet, institution 
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Sainte-Marie, àBezançon; Bourgarel, à Toulon ; Guérin, à Grandpré; de Kerdrel, 
à Kénizoret; Teratte, à Évreux ; Thiélon, École Lavoisier, à Paris ; Naura, à 
Vitry-le-François : Bordier, à Blanzac; Aubry, à Charleville; Villademoros à 
Paris. 



QUESTION 76 

^Solution par M. Yialard à Cluny. 



Résoudre le système 

x' + y'-d(x+y) _ a 

^ (y + X - d) (x« + y») - d ^ ^ 

x' + y'-d(x + y) ^ b 

^ (x + y-d)(x« + y«) " d . ^ '• 

(G. L.) 

Divisons Téquation (1) par Téquation (2), nous avons 

X a 






d'où œ = 



b 
Remplaçons x par cette valeur dans Téqualion (1). Nous 
ay '" ^*^'* 
"TL62 '"^ ^ \ b ' "^ J\ a 



aurons 






En divisant par i/* haut et bas, faisant disparaître les dé- 
nominateurs, faisant passer tous les termes contenant Tin- 
connue dans le premier nombre, on a 

'K-&=-)-Kt+0]=4<t + ') 



ou y = 



Transformons cette valeur. Le numérateur peut s'écrire, 
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après l'avoir développé 
Le dénominateur devient 

(^ + -)(^-^)(t+-)=(^+-X^-'-') 

et par suite 

£ _ 6[a« 4- 6« — d (g -j, b)] 

d (a + 6 — d) (a« + 6«) 

nous en déduisons pour x 

x_ _ a[a« + fc« — d (fl 4- b)] 

d ~ (a + 6 — d)(a'^ + 6*) 
et nous voyons que Ton passe de Tune de ces valeurs à 
l'autre par la simple permutation des lettres o et ce d'une 
part, 6 et 1/ de l'autre. 

Nota. — Ont réscdu, MM. Simon, à Salins ; Sauve, Giat, Rougeiln, à Moalins ; 
Bablon, à Épinal ; Desplanques, à Cîondé-sur-Escaut ; Bourgarel, à Toulon ; 
Penrin, lycée Charlemagne, à Paris ; Grand à Lons-le-Saulnier ; Berdon à Cluny ; 
Giodre, à Pontarlier ; Taratte, à Évreux ; de Kerdrel, à Kéruzoret ; Naura! à 
Vitry-le-François ; Aubry, à Charleville ; Villademoros, à Paris ; Jung, Mail- 
lard, à Beauvais; Fauconnet. Bouillon, École Sainte-Marie, k Besançon; Luc* 
bicilh, à Pau; Ménand, à Cherbourg. 



CONCOURS D'ADMISSION A L'ECOLE NAVALE 



Version latine (1 h. 1/2). 

Haud multopostNearchus et Onesicritus, post longius in 
Oeeanum procedere jusserat, superveniunt. Nuntiabant autem 
quaedam audita alia comporta : insulam ostio aranis sub- 
jectam auro abundare inopem equorum esse : singulos equos 
ab iis qui ex continenti trajicere auderent singulis talentis 
emi. Plénum esse belluarum mare ; œstu secundo eas fieri, 
magnarum navium corpora œquantes : truci cantu dèter- 
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ritas sequi classem, cum magno sequoris strepitu, velut 
demersa navigia, rubisse aquas. 

Thème anglais (1 h. 1/2). 

El toujours la barque s'enfuit comme l'écume emportée 
par la cataracte, elle fend le dos de la vague qui s'écroule 
en poussière sous sa quille. Elle traverse TOcéan convulsé 
comme si son pilote était un dieu élémentaire. La lune se 
lève ; à sa lueur se dessinent dans la brume les rochers 
éthérés du Caucase. Enunclind'œil il s'en approche. La mer 
fait rage à sa base caverneuse et les vagues monstres s'y 
brisent avec fureur. Qui sauvera la barque? Elle est sauvée, 
comme une flèche elle est entrée dans la caverne avec le flot 
bouillonnant. 

Narration (3 heures), 

La princesse Rosamonde. non moins capricieuse qu'agile 
à la course, avait obtenu du roi son père qu'il la laissât 
disposer de sa main et de la couronne en faveur de l'homme 
qui réussirait à atteindre avant elle un but déterminé, sous 
peine de mort pour les prétendants malheureux. Un seul se 
risqua à tenter l'aventure. Il s'appelait Abibas, et il avait 
plus d'une raison pour ne tenir que médiocrement à la vie. 
Il fut agréé malgré sa mauvaise mine : la princesse se 
croyait assurée d'avance de la victoire. Mais Abibas avait 
compté sur la ruse bien plus que sur la vitesse de ses 
jambes. Il s'était muni d'une guirlande de roses, d'une 
ceinture de soie et d'un petit sac de la même étoffe dans 
lequel il avait enfermé une balle d'or portant cette inscrip- 
tion : « On ne se lasse jamais de jouer avec moi. » Après 
quelques alternatives de succès et de revers, il finit par 
remporter la victoire sur sa rivale. On dira de quels secours 
lui furent dans ces diverses péripéties les objets dont il 
s'était muni. 

Dessin (1 h. 1/2). 

Tête de femme. 

Épure (3 heures avec le dessin linéaire). 

On a un point A situé dans le second dièdre, distant de 
4 centimètres du plan horizontal, et de 3 centimètres du plan 
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vertical. Mener par ce point une droite faisant avec le plan 
horizontal un angle de 35^ et avec le plan vertical un angle 
de 41^ Parmi les droites qui satisfont au problème, con- 
sidérer seulement celle qui a la trace verticale la plus éloi- 
gnée du plan horizontal et située sur la gauche du plan 
de profil contenant A. Déterminer la plus courte distance 
de cette droite et de la ligne de terre. 



^ o ( v^«icuier A, JD, \jy t5i le la^i 

= 2147,73 > circonscrit R. 



Trigonométrie (trigonométrie, physique et chimie 4 heures). 
Dans le triangle rectiligne ABC on donne : 

B = 4864,25 1 Calculer ^ B, C, et le rayon du cercle 
= 2147,73 

A = 27«47'56' 

Physique. 

1^ Définition de la chaleur spécifique ; méthode des mélan- 
ges; 

2® Un vase cylindrique circulaire est fermé par un piston 
AB dont le rayon R = o,55. Il contient un gaz à la pression 

de 760"/° 6*» à 10**. 

On porte la température du gaz à 200®. Quel poids faut-il 
placer sur le piston pour que le volume reste invariable. 
On néglige le poids du piston, la dilatation de l'enveloppe 
et on suppose que la pression extérieure est constamment 
égale à 760"". Le coefficient de dilatation du gaz est 0,0037. 
La densilé du mercure i3,6. 

CShimie. 

Acide carbonique. 

Aritlmiétiq[ae (arithmétique et algèbre 3 heures). 

Faire voir que la fraction décimale périodique mixte 

0,57864864864 

est équivalente à la fraction ordinaire 

5786486486 — 5786. 

Algèbre. 

Étant donné un tétraèdre régulier SABC, de côté a, on le 
coupe par un plan parallèle à la base. On prend la section 
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abc pour base d'une pyramide dont le sommet o est au 
centre de gravité du triangle de base du tétraèdre.' — Com- 
ment doit-on mener le plan sécant pour que la pyramide ait 
un volume maximum? Déterminer en fonction de a l'expres- 
sion de la surface totale de cette pyramide de volume maxi- 
mum. 

Géométrie (géométrie et statique 3 heures). 

l® Deux polyèdres symétriques sont équivalents. Ordre et 
démonstration succincte des propositions qui servent à établir 
ce théorème. 

2® On donne un cercle de rayon OC = R et 2 points A 
et B sur le rayon OC tels que 

OA.OB = R« 

Démontrer que le rapport des distances d'un point quel- 

OA 
conque M aux 2 points A et B est égal à -rg- lorsque le 

OA 
point M est sur la circonférence, est plus petit que -rj— lors- 

H. 

OA 

que M est à l'intérieur du cercle et plus grand que -^^-lors- 

que M est à l'extérieur. 

Statique. 

Un cercle matériel de rayon R peut tourner librement 
autour de son centre et 3 points ABC sont donnés sur sa 
circonférence. En A et B sont appliquées 2 forces Fi,F, don- 
nées en grandeurs et en directions. On demande d'appliquer 
en C une force P3 telle que le cercle reste en équilibre sous 
l'action des 3 forces Fi,Fj,F8, le point étant fixé invariable- 
ment. 

Montrer que le problème admet uue infinité de solutions. 
Trouver en grandeur et direction la plus petite force F, qui 
réponde à la question. 
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SUR LA FORMATION DE CERTAINS TABLEAUX 

Par M. Désiré André. 



/. — Problème direct. 

1. — Étant donnés des objets différents en nombre quelconque^ 
est-il possible d'en former un tableau d'un certain nombre de 
colonnes j oii chaque objet n entre jamais plus d'une fois dans une 
mém;e colonne, mais puisse entrer dans plu^sieursj et où chaque 
objet soit complètement déterminé dès qu'on connaît les colonnes 
où il entre? 

Quel que soit le nombre des objets donnés, si le nombre 
des colonnes est assez grand, ce problème est possible. 
C'est ce que nous allons démontrer par des raisonnements 
très simples, fondés sur la considération de la numération 
binaire. 

2. — Supposons que, par un procédé quelconque, on ait 
construit un tableau satisfaisant aux conditions énoncées . 
Considérons-y l'un des objets donnés, et, parcourant le ta- 
bleau de gauche à droite, examinons chaque colonne, pour 
voir si cet objet y figure ou n'y figure pas. 

Si nous convenons, en marchant ainsi de gauche à droite, 
d'écrire un chiffre i pour chaque colonne oli notre objet 
figure, et un chiffre o pour chaque colonne oîi il ne figure 
pas, nous voyons que nous faisons correspondre à notre 
objet une suite de chiffres i et de chiffres o, dont le nombre 
total est égal au nombre des colonnes du tableau. Il y a 
autant de ces suites qu'il y a d'objets. Pour que les objets 
soient déterminés comme on le demande, il faut et il sufiit 
que ces suites soient toutes différentes. 

3. — Il est facile de les rendre telles. Considérons, en 
effet, Tune quelconque de ces suites. Formée uniquement de 
chiffres o et de chiffres i, elle représente, quelle qu'elle 
soit, un certain nombre, écrit, dans le système de numération 
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dont la base est 2. Il suffit donc que les nombres ainsi re- 
présentés soient tous différents; et, par conséquent, que les 
objets considérés correspondent à des nombres tous diffé- 
rents. 

Or, dans le système de numération dont la base est 2,on 
peut écrire tous les nombres qu'on veut, pourvu qu'on y 
emploie un nombre suffisant de chiffres. Donc, si grand que 
soit le nombre des objets donnés, on en pourra former un 
tableau satisfaisant aux conditions énoncées, pourvu qu'on 
mette, dans ce tableau, un nombre de colonnes suffisant. 

Dans la numération binaire, le plus grand nombre dec 
chiffres est égal à 2*^ — i . Donc, en donnant c chiffres, au 
plus, à chaque nombre, on peut, dans ce système de numé- 
ration, écrire tous les nombres, depuis i jusqu'à 2*^ exclu- 
sivement. Donc, pour qu'on puisse distribuer n objets diffé- 
rents en un tableau de c colonnes, il faudra et il suffira que 
l'on ait n < 2%. 

ou bien, ce qui revient au môme, 

logn 



c> 



log 2 * 



4. — Supposons que le nombre n des objets donnés et lé 
nombre c des colonnes du tableau satisfassent à ces inéga- 
lités. On pourra former le tableau demandé par un procédé 
très simple, qui découle tout naturellement de ce qui précède, 
et qui peut être formulé de la manière suivante : 

On placera d'abord les n objets donnés dans un ordre arbi- 
traire, ou on leur assignera les numéros i, 2, 3, .... n; 

On écrira ensuite ces n numéros ou nombres dans le système 
de numération dont la base est 2 ; 

On placera enfin chacun des objets donnés dans toutes les 
colonnes auxquelles, sur son numéro ainsi écrit, correspondant 
des chiffres i . 

//. — Exemples. 

6. — Pour donner un premier exemple, supposons que 
nous veuillons former un tableau remplissant les conditions 
énoncées^ en prenant pour objets distincts les trente et un 
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premiers nombres entiers. Puisque 3 1 n'est autre chose que 
2' — I, il suffira d'y employer cinq colonnes. Nous n'ayons, 
pour former ce tableau de cinq colonnes, qu'à appliquer 
successivement les trois parties de la^ règle formulée ci- 
dessus (4). 

Évidemment les trente et un premiers nombres entiers 
peuvent être regardés comme se servant de numéros à 
eux-mêmes. La première partie de la règle est donc tout de 
suite appliquée. 

Pour 'appliquer la seconde, nous n'avons qu'à écrire les 
trente et un premiers nombres entiers dans le système de 
numération dont la base est 2, opération qui ne présente 
aucune difficulté, 

Enfin, il nous faut écrire chacun des nombres donnés dans 
toutes les colonnes où il doit figurer. Soit, par exemple, le 
nombre 14. Dans la numération binaire, 14 s'écrit iiio, ou 
bien, pour lui donner autant de chiffres qu'il y a de colonnes, 
01 II o. Appliquant littéralement la troisième partie de notre 
règle, nous n'écrirons pas 14 dans la première colonne; 
nous récrirons dans la deuxième, dans la troisième et dans 
la quatrième; nous ne l'écrirons pas dans la cinquième. 
Opérant de la môme façon pour chacun des trente autres 
nombres donnés, nous formerons le tableau ci-dessous, qui 
satisfait à toutes les conditions que nous avons énoncées en 
commençant. 

16 8 4 2 I 

17 9 5 3 3 

18 10 6 6 5 



19 


I I 


7 


7 


7 


20 


12 


12 


10 


9 


21 


i3 


i3 


1 1 


II 


22 


u 


14 


14 


i3 


23 


i5 


i5 


i5 


i5 


24 


24 


20 


iS 


"7 


25 


25 


21 


19 


'9 


26 


26 


22 


22 


21 


27 


27 


23 


23 


33 


28 


28 


28 


26 


25 
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29 29 29 27 27 

3o 3o 3o 3o 29 
3i 3i 3i 3i 3i 

6. — Pour donner un second exemple, supposons que 
nous veuillons former un tableau en prenant pour objets 
distincts les lettres de l'alphabet français, lesquelles, si 
l'on y compte le W, sont au nombre de 26. Comme 26 est 
compris entre 16 et 32, c'est-à*dire entre 2* et 2', il nous 
faudra donner encore cinq colonnes à notre tableau. 

Gela étant, nous donnerons aux différentes lettres les 
numéros que leur assignent leurs places dans l'alphabet; 
nous écrirons ces 26 numéros ou nombres dans le système 
de la numération binaire; enfin, nous placerons chaque 
lettre dans toutes les colonnes indiquées par son numéro. 
Nous obtiendrons finalement le tableau que voici : 

P H D B A 



Q 


I 


E 


G 


G 


R 


J 


F 


F 


E 


S 


K 


G 


G 


G 


T 


L 


L 


J 


I 


U 


M 


M 


K 


K 


V 


N 


N 


N 


M 


W 














X 


X 


T 


R 


Q 


Y 


Y 


U 


S 


S 


Z 


Z 


V 


V 


U 






W 


w 


W 



z Y 

7. — Le premier des tableaux précédents, celui qui est 
relatif aux 3 1 premiers nombres, est un tableau bien connu: 
il figure, sous le nom (ïéventail magique, dans les Récréations 
mathématiques de M. Edouard Lucas. Quant au second, c'est- 
à-dire à celui des 26 lettres de notre alphabet, il est tout 
à fait analogue au tableau que présente une machine ingé- 
nieuse, nommée occultographey que l'on montrait, il y a 
quelque temps, au théâtre Robert-Houdin. 

11 serait facile de former beaucoup d'autres tableaux. On 
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pourrait prendre pour objets les noms de nos 32 anciennes 
provinces, ou ceux de nos 86 départements, ou ceux des 
villes de France qui ont plus de loooo habitants, ou les 
noms de baptême les plus répandus, etc., etc. 

Dans chaque cas, on déterminerait d'abord le nombre des 
colonnes du tableau d'après celui des objets donnés. On 
formerait ensuite le tableau lui-même, en appliquant succes- 
sivement, d'une façon littérale, les trois parties de la règle 
que nous avons formulée plus haut (4). (A suivre,) 



QUESTIONS PROPOSEES 



92. — Déterminer les côtés d'un triangle connaissant a, 
et sachant que a, byC et K^ sont en progression géométrique 
(/la est la hauteur abaissée sur a), (A. M.) 

93. — Construire un angle ABC, connaissant la différence 
des angles B et C, et les portions de la bissectrice intérieure 
de Vangle A, et de la bissectrice extérieure du même angle, 
comprises entre les hauteurs partant de B et de C. 

(Lemoine,) 

94. — Soit un triangle ABC ; désignons par A', B', C, les 
points de contact du cercle inscrit A avec les côtés de ce 
triangle. On sait que les droites AA', BB', CC sont concou- 
rantes. Soit (0 le point de concours ; prenons ce que nous 
nommons le point*»/ réciproque de w (Ce point est défini de 
la manière suivante : On prend A' symétrique de A' yar rapport 
au milieu de BC ; de même pour W et C" ; oj' est lé point de 
concours de AA", BB", GC'.j On propose de démontrer que 
le point 0)', le centre de gravité G du triangle ABC, et le 
centre de A sont trois points en ligne droite. On demande 

Go)' . , 

la valeur du rapport "ccT ' "^ 

-95. — De chaque sommet A, B, C d'un triangle comme 
centre, on décrit des cercles de rayon p,, p^, pg, tels que l'on 
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ait P^-^Pti __ Pi + Ps __ Pi + P8 

a b c ' 

a, 6, c étant les côtés du triangle. Lieu des centres radicaux 
de ces circonférences. (Lemoine,) 



ERRATUM 



Dans l'énoncé de la question 88, il s*est glissé un certain nombre d'erreurs, 
que nous signalons iéi : ' ' 

Au lieu de œn = ^ il faut xn = . 

Dans le cinquième alinéa, au lieu de x^^ = 4225, il faut 0^39 = 4225. 

La remarque contient les erreurs suivantes : Au lieu de : la deuxième et 
la troisième proportions^ il faut : 

La deuxième et la troisième propositions. 

Au lieu de 6n + i, il faut 6w + i. 

Au lieu de : Aucun nombre premier de la forme 6m— i ne peut diviser 
la série, il faut : ne peut diviser un terme de la série, 

A la fin, au lieu de ; servent à justifier les principes ci-dessus, il faut : 
les énoncés ci-dessus. 



Le Rédacteur-Gérant, 
E.VAZEILLE. 



IMPniaiERlE CENTRALE DES CHEMINS DE PBR. — IMPf.IMERlE CUAIX 
ROE BERGÈRE, 20, PARIS. — 12016-8. 
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THÉOBÈME D'ARITHMÉTIQUE 

Par M. Cr. de lioni^ehamps. 



Le théorème dont noas voulons parler peut être énoncé 
dans la forme suivante : 

Théorème (1). — Le double d'un carré, augmenté de Vunité, 
peat^ d*une infinité de façons, être un carré; mais il n^est jamais 
égal à un bicarré. 

1. — Considérons d'abord l'équation indéterminée 

nous voulons montrer qu'elle admet une infinité de solutions 
entières. 

On voit immédiatement qu'elle est vérifiée en supposant 

X = 2, î/ = 3. 

Dans une note que nous avons publiée dans ce journal, 
nous avons montré que l'équation 

ne pouvait admettre une solution entière, sans ètre^ par cela 
même, vérifiée par une infinité de valeurs entières à'x et d'y. 
En désignant par Xo = 6', y© ^ ô 
une solution entière et particulière de cette équation, nous 
avons démontré et l'on vérifie sans difficulté que les 
nombres x^, j/i, ±:x^ = 6'(qfô'* — Spô') 

±y^ = 0(396'» — p6») 
représentent uae nouvelle solution de Téquation proposée. 
Par exemple, pour le cas particulier qui nous occupe, on 
passe d'une solution Xp, yp à une autre solution Xp+^, j/p+i, 

(1) Cette propriété des nombres n'est pas nouvelle, du moins selon toute 
vraisemblance. La première partie est certainement connue, puisque Ëuler et 
Lagrange, après Fermât, ont donné la résolution complète de l'équation 
indéterminée du second degré; quant à la seconde partie, elle ressort des 
équations Ax* -f- By* -f- Cz^ = o qui ne sont pas, croyons-nous, complètement 
résolues. Dans tous les cas, la démonstration que nous proposons est élémentaire 
et sa lecture pourra intéresser nos jeunes lecteurs. 
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au moyen des formules suivantes : 

± CDp+i = Xp (2Xp^ + 3t/p«) 

± Vph = Vp (6aîp« + yp»). 
En appliquant ces formules aux valeurs suivantes 

Xo ==2, î/o = 3, 

on a «1 = 70, J/i = 99; 

puis a?, = 2744210 j/, = 3880899, etc.. . 

2. — Proposons-nous maintenant de démontrer que 
l'équation indéterminée 

2X* + I = t/* (1) 

ne peut être vérifiée par des solutions entières. 

Le nombre inconnu y est nécessairement impair; posons 

donc t/ = 2f-f" I» 

t désignant un nombre entier. L'équation qui va nous occu- 
per est alors 20?* + ^ = (2^ + 0* 
ou. après simplifications, 

x^ = 4^(2/3 + 4/« 4.3^+ i). 

Le polynôme placé dans la parenthèse est divisible par 
t'\- i, et l'on trouve, en effectuant cette division, 

05» = 4t(t + i)(2i* + 2i + i). 

Cette égalité peut encore être écrite sous la forme sui- 
vante : œ* = 4t{t + i)[<" + {i+ i)»l. (2) 

Nous distinguerons maintenant deux cas, suivant que 
t est, ou n'est pas, un carré parfait. 

i^ Supposons d'abord que t ne soit pas un carré parfait, 
et soit X un facteur premier de t, facteur ayant un exposant 
impair. Ce nombre X doit diviser le produit 

Mais, pour des raisons connues, il ne peut appartenir à 
t + i\ par conséquent X devrait diviser 

Or il divise /; il devrait donc diviser (i+ i )', et par suite 
t ^i; ce qui est impossible. 

2® Supposons maintenant que t soit un carré parfait. Dans 
ce cas, t + I n'est pas un carré parfait, et en répétant sur 
t -]- i le raisonnement que nous avons fait tout à l'heure 
sur ty on reconnaît l'impossibilité de résoudre, en nombres 
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entiers, l'équation (2) et, par consécpient, l'équation propo- 
sée (1). 



CONCOURS DE L'ECOLE SAINT-CYR (1883) 



Mathématiques. 

1. — Une sphère de rayon r est placée sur un plan ; un cône 
dont le rayon de base est Retla hauteur 2r repose sur ce même 
plan. A quelle distance x du plan donné faut-il lui mener un 
plan parallèle, pour que les volumes compris entre les deux 
plans dans ces deux solides soient équivalents ? — Discuter. — 
Examiner la position du plan sécant par rapport au centre de 
la sphère. 

Le volume du segment sphérique à une base, qui a pour 
hauteur a?, a pour expression 

-r- 7ta;*(3r — x). 

Le volume du tronc de cône, dont les rayons de base sont 
B et y, et la hauteur Xj a pour expression 

i. 7ra;(R» + !/« + Ry) ; 

on a en outre, entre x et j/, la relation 

y 2r — X 

"R "" 2? ' 
on en tire pour l'expression du volume en fonction des 
seules données et de x 

I _,. i2r* — 6rxA-x* 



3 4r« 

L'équation du problème est donc, en supprimant le fac- 
teur constant -t-tc 

3 

4r*a5*(3r — œ) = R*x{x* — 6rx + i2r"). 
On a d'abord la solution a? = o, qui ne convient pas à 
la question, puisque alors les deux volumes sont simultané- 
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inenl nuls; puis il reste Téqualion du second degré 

a:*(R« + 4r*) — 6rx(R* + 2r») + 1 2R*r* = o. (1) 
Pour que le problème soit possible il faut que x soit réel, 
positif et moindre que 2r. La condition de réalité des ra- 
cines est 9r*(R* + 2r«)« — 1 2RV(R« + 4»'*) Z o 
ou, en supprimant le facteur positif 3r* et effectuant les 
calculs, — R* — 4RV* + 1 2r* > o. (2) 

En posant — = m, on trouve que m* doit être compris 

entre les racines de Féquation 

m* + 4m» — 12 = 0; 
comme de plus m* doit être positif, de même que m, on 
trouve entre les rayons R et r la relation 

R < ry/S: (3) 

Lorsque les racines sont réelles, elles sont positives, car 
leur somme et leur produit sont positifs. 
La demi-somme des racines est 

, 2r* 4- R« 
^'- 4r« + R«' 
l'expression fractionnaire est plus petite que l'unité, elle 
augmente donc avec R*, et comme la plus grande valeur 
de R* est 2r*, la demi-somme des racines est moindre que 
2r; donc la plus petite racine au moins est acceptable. 

Pour savoir si les deux racines sont acceptables, nous 
allons substituer 27* à x dans le premier membre de Téqua- 
tion. Nous trouvons pour le premier membre 

4r*(R» + 4r«j — i2r«(R« + 2r«) -}- i2R«r« ; 
nous avons, après réduction, 

(R« — 2r«)4r«, 
Or, le premier facteur est négatif si les racines sont iné- 
gales ; il est nul si les racines sont égales. Donc, en ex- 
ceptant ce cas limite, nous voyons que la plus grande 
raciuQ est supérieure à 2r ; elle n'est donc pas acceptable. 
Enfin, pour savoir comment est placé le plan par rapport 
au centre, nous cherchons le signe que prend le premier 
membre quand on y remplace x par r. Nous trouvons 

r«(7R« — 8r«). 

Ce résultat est de même signe 7R* — 8r". 



r 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 149 

Donc, tant que Ton a 7R* < 8r*, la solution trouvée pour 
X est inférieure à r, et par suite les deux plans sont du 
même côté du centre.- Si Ton a 7R* — 8r." = o, le plan 
passe par le centre ; enfin, dans le cas où 7R' est plus grand 
(fue 8r*, le plan sécant est au-dessus du centre. 

2. — On donne un demi-cercle AOB, et la tangente AG à 

l'extrémité A du diamètre AB. Trouver sur la demi-circonférence 

un point M tel que, en abaissant une perpendiculaire MG sur 

la tangente AG, et joignant MB, on ait 

MB -f 2MG = 1. 
Discuter, 

Du point M, j'abaisse la perpendiculaire MP sur le dia- 
mètre AB, puis je prends pour inconnue l'angle ABM, que 
j'appelle 9. J'ai évidemment 

MB = 2R cos ç« 
AP = MG = 2R() — cos'ç). 

L'équation du problème est donc 

2R cos -^ + 4^i^ — <^os* cp) =z /, 
ou 4R cos* cp — 2R cos 9 + i — 4R =0. 

Pour que le problème soit possible, il faut que le cosinus 
soit positif et plus petit que i, parce que l'angle (f est né- 
cessairement aigu. Or, il est facile de voir que le nombre 
I est en dehors de l'intervalle compris entre les deux raci- 
nes; en effet, si je remplace cos ^ par i,il vient, après ré- 
duction, l — 2R. 

Or, il est certain que cette quantité est positive; car on a 

MB + MG > BP + PA 
et à plus forte raison 

MB -I- 2MG > 2R. 

Si Ton a l — 4R <[ o, 

on a deux racines réelles, l'une positive, l'autre négative, 
et d'après ce que nous venons de dire, la racine positive, 
seule acceptable, est moindre que i ; le problème a donc 
dans ce cas une solution, et une seule. 

Si l'on a / — 4R > o, 

les deux racines, si elles sont réelles, sont positives, puisque 
leur somme est positive ainsi que leur produit. Pour qu'elles 
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soient réelles, il faut que Ton ait 

i7R«— 4RI>o, 

ce qui donne / < ■ ■. 

4 

Alors, comme la demi-somme des racines est — -, les deux 

4 
racines sont inférieures à l'unité. Le problème a donc deux 

solutions. 

Cherchons comment sont placés les deux points M^ et 

M, par rapport au rayon OD perpendiculaire à AB. Si le 

point M était au point D, sur le rayon OD, on aurait 

cos DBA = -^ ; 

2 

or, si Ton substitue cette valeur on trouve 

Z — R(2 + y/"^). 
Par suite, comme dans notre hypothèse on a 

i>4R» 
ce résultat est positif; il est facile d*en conclure que les 

deux points M| et M, sont sur le quadrant BD. 

Résumons la discussion : _ 

Si Ton a / < R(2 + v^^ ), 

il y a une solution sur le quadrant DA; 

Quand on a / = R(2 + \/ 2 ) , 
le point M est en D. 

Pour R(2 + v/2 ) < i! < 4R, 

une seule solution sur le quadrant DB, entre D et le point 
H, sommet du demi -hexagone inscrit. 

Quand l = 4R, on a deux points, l'un en H, Tautre en B. 

17R 
Enfin, quand 4R < Z < — ^ — , on a deux solutions, toutes 

4 
les deux entre B et H. Ces deux solutions se réduisent à 

une seule quand l = — - — . 



3. — Trouver toutes les valeurs de x qui satisfont à V équation 

a tg X -f- b cotg X = c. 
On fera 

. . a = 1,576824; b = 2,765483 ; c = 4,897431, 
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On sait (jae, en chassant les dénominateurs, on a l'équa- 
tion c sin 207 — (6 — a) ces 2a? = 6 + a. 

^ 6 — a 

On pose = tg ç ; 

c 

il vient sin (205 — 9) = — ^^^^ — cos «p. 

Cette expression étant calculable par logarithmes, soit a 
le plus petit angle répondani à la question ; on en tire 

2X — 9 = 2Kir -f- * 
ou 205 — 9 = 2K1C -}- w — a. 

Donc 

a? = Ktc + ^ + y , ou a? = K7r + — _ »— 9 ^ 

2 22 

Appliquons à l'exemple considéré : 

6 + a = 4,342307 log (6 4" û) = 0,6378205 

fc — a= 1,188659 log (6 — a) = 0,0750576 

c = 4,897431 log c = 0,6899594 

d'oh (p=i3»38'34' 

puis tt = 59® 3i' 29*5. 

Épure. 

Construire la pyramide triangulaire SA.BC dont la base 
ABC est appliquée sur la partie antérieure du plan horizon- 
tal. Le dièdre AB vaut 69*^; le sommet B est sur la ligne 
de terre xy^ et l'arête AB est perpendiculaire à xy. On 
donne en millimètres 
AB= III ; BC= 125; AC = 141 ; SB = 118; SA = 126. 

Un cercle situé sur le plan vertical dans l'angle B^c' 
est tangent aux deux côtés de cet angle, et a pour rayon 
36 millimètres. Ce cercle est la base d'un cylindre dont les 
génératrices sontperpendiculairesau plan vertical. Construire 
l'intersection de ce cylindre avec la pyramide. On indiquera 
les tracés effectués pour obtenir un point quelconque de 
rintersection et la tangente en ce point. 

Dans la mise à l'encre, on représentera la pyramide sup- 
posée pleine et existant seule, en supprimant la portion de 
ce corps comprise dans le cylindre. 



JOUHHAL DX HATHfilUTlQIIES ËLËHKNTAIBES 




ODESTION 74 



On donne une droite ^, et trois points A, B, C en Ugne 
droite; soit M un point quelconque de A ; par le point B, on 
mène une droite qui rencontre MA au point I, el MC au point 
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V ; on suppose d'ailleurs qae BI =Br. Trouver le lieu du point 
r et celui du point I. 

Supposons que pous ayons les droites AM et CM. Pourdéler- 
miner le point I, 
il faut mener par 
B une parallèle à 
CM, qui rencon- 
tre AM au point 
N, puis prendre 
IN = NM. On a 
ainsi IBI' de telle 
manière que BI 

= Br. 

D'après la con- 
struction faite, on 
Yoit que 
IM _ 2BG 

AI ~ AI 
AB — BG 




2BG 

= constante . 

Le lieu du point 
I est donc une droite parallèle à A. Il en est de même du lieu 

du point r. 

BI 
Au lieu d'avoir BI = BF on pouvait avoir -r^ = n. Le 

lieu se compose encore de deux droites. 

Nota. — La même question a été résolue par MM. Rougehn, Julien Sauve, 
à Moulin; Rat, à Marseille; Gindre, à Pontarlier; Taratte, au lycée Saint- 
LoqIs, à Paris ; Luebieilh, à Pau; Bablon, à Épinal ; Vialard, Berdon, à Gluny; 
P. La Chesnais, lycée Henri IV, à Paris; Aubry, à Charleville; de Kerdrel, 
à Kéruzoret; J. Slabochevitsch, À Saint-^Pétersbourg. 
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QUESTION 78 

jioliitioii par M. Giboudot, élève à Sainte-Barbe. 



Trouver les êôtés d*un triangle, connaissant une hauteur^ k 
rayon du cercle inscrit et le rayon du cercle circonscrit. 

Soient h la hauteur, r le rayon du cercle inscrit, R celui 
du cercle circonscrit. 
On a immédiatement, en vertu de théorèmes connus^ 

xy = 3RA. (1) 

'•(^ + y + ^) = ^'i. («) 

D'ailleurs on a 

ce* = 1/* + Z* — 23?. HC 

et comme HG = \/y^ — A* 

ce* = t/* + '''' — ^^ >/y* — ** » 
ce qui peut s'écrire 

CD* — y* — J3" = — 2% v^j/* — A* 
et en élevant les deux membres au carré 

^* H" y* "h ^* — 203*2/' — 2CD*J5* + 2J/*JJ* = 4«*î/* — 4**/t*. 

Ordonnant cette équation par rapport à a^ il vient 

jï* — 2;ï*(a;* + j/* — 2&*) + («^ — V^Y — o. (3) 
Or réquation (2) donne t 

r(ji -}" y) "= *(* — ^) 

A — r 
En portant cette valeur dans l'équation (3) celle-ci devient! 
r*(x 4- yV 2r*lx + y)* F • . • l.1 

On réduit au même dénominateur et on a 

r*(aî + yy — 2r*(cc + j/)*(A — r)*[cc* + y» — 2ft*] 

_ (aja _ y«)a(ft _ r)* = O 

et, en divisant tout par {x + j/)*, 

♦•*(«^ + yy ~ 2r*(A — r)*(x* — y* — 2 A*) + (a? — }/)•(*— r) =0. 
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Si Ton rdmarqtte que (x -j- y)* ss x* -\- y* -{- 2xy, 

que {x — t/)* = a;* + y* — ^^f 
et que Ton a dans Thypothèse 2a;y =: 46^, Texpression pré- 
cédente peut s'écrire 
(x» + t/«)r* + 4R/ir* — 2r^{h — r)\x* + y») + 4r«ftVfc — r)* 

4- (A — r)*(a?* + y«) — 4Rh{h — r)* = o, 
et, en ordonnant par rapport à {x* + !/')> 

(ce* + y«)[r* — 2r«(A — r)* + (A — r)»] = 4Rft(ft — r)* 

— 4Rftr* — 4ft«r*(A — r)«; 
or le coeflScient de (ce* 4" V') ®st le carré de [r* — (A — r)*], 
c'est-à-dire de h(h — 2r). 
Par suite on a 

4Bfe[(A - ry - r^] ^ 4h^(h - r)« 
<^ -ty - A«(A ~ 2r)« • 

Mais le premier terme du numérateur devient visiblement 

4RA*(A — 2r)[(A — r)* + r«]. 
Par suite, comme 2xy = 4RA, on a 

^^ _ 4Rft(A--2r)[A'+r«— 2ftr+r'-f A«— 2r A]— 4Ar«(A— r)« 
(œ+y) -. A(A - 2r)« 

/^ j. .^i - 8R(ft - ^r){h - r)« ~ 4r'(A - r)* 
(^ + y; - (A ~ 2r)« • 

4(^A — r)*[2R(A — 2r) — r*] 



Hk^HBMM* 



(A — 2r)« 

On en tire (a; -}- y), et comme on connaît xy =: 2RAy on 
détermine facilement x et y. 
t est donné par la relation 



r(x + y) zr , /"TTr ^ , 

jg = - \ ^^ =-T y 2R(A ^ 2r) -* r« 



_, ^ ^, ••* 

A — r h — 2r 

Pour que le problème soit possible, il faut que Ton ait 

évidemment A > 2r 

et aussi 2R(A — 2r) > r* 

r* 

ou î^^^TT r* 

2{A — 2r) 

{^OTA. -^ La même ((aestion a été résolue par MM. Giat, à Moulins; de 
Rerdi«l, à Kéi'uzoret; YoigQier. iÇammercy. 
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QUESTION 80 

SolaUoB par M. Naura, au collège de Vitry-le-François. 



Étant données les équations 

cos X + cos y = 2p cos a, (i) 

sin X 4- sin y = 2p sin a (2) 

trouver V équation qui admet pour racines 



1g -i- X et tg -i-y. 



Divisons (2) par (1) on a 

tga=tg.^±l.= 1 i«. 

Représentons tg f- tg^ par « et Ig — tg X par p, 

on a — i— = tg «. (3) 

Dans l'équation (1) remplaçons cos x et cos y parleura 
valeurs par rapport à tg — et à tg — : 



2p COS a =: — [- . L 

I + tg' -^ 1 4- tg» J^ 



2 ' ^ 2 



<.-V^tg.f) 



(. + cg- f )(■ + O 



On a donc f^ < — û po<5 n /à\ 

De (3) on déduit «« = (i _ -p)« tg« a. 

Remplaçons «* par sa valeur dans (4): 
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I + P _ P . 
I — p 



187 



cos a 



d'oîi 



p — cos a 

P =-^—1 • 

p + cos a 



Remplaçons p par sa valeur dans l'équation (3); on a 

2 sin a 

s = j . 

p -j- cos a 

On connaît la somme s et le produit p des deux quanti- 

tés tg — et tg -^. Ces quantités sont donc les racines de 

l'équation du deuxième degré, 

(p + cos a)w* — 2 sin a . w -f- p — cos a = o. 

Nota. — La même question a été résolue par MM. Maillard, au collège de 
Beauyais; Àubry, à Cbarleville; de Kerdrel, à Kéruzoret; Lafay, Bourgarel, 
à Toulon. 



»& 



3S= 



aa: 



»« ■ — 



QUESTION 81 

Solution par M. Amaury de Kerdrel, à Kéruzoret. 



Dans un triangle on connaît la ba^se et l'angle au sommet; 
trouver le lieu du 
centre du cercle des a. 

neuf points. 

Soit BG la base 
donnée et A l'angle 
au sommet; on peut 
Construire le cercle 
circonscrit au trian- 
gle âBC en décrivant 
sur BC un segment 
capable de l'angle Â. 

D'ailleurs le cercle 
des neufpoints passe 
par le milieu M du 
côté BC et a un 
rayon moitié moindre que celui du cercle circonscrit. Or, le 
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cercle circonscrit étant connu, le rayon du cercle des neuf 
points est déterminé. Donc le Heu estun cercle décrit de M 
comme centre avec un rayon égal à la moitié du rayon du 
cercle circonscrit au triangle. 

Les points du lieu situés au-dessus de fiC couvienoent 
seuls à la question. 

NotA. — La méaie quâttioa ■ ël£ résolue par MM, Naura, à Vitry-le- 
FranEois; Bablon, àÉpiDal iGist, i Houiina ; Deaplanques, i Cosd^snr-EKiat; 
Cybsrdel, àBlanzac. 



QUESTION 82 

ISolntloa par H. Gindre, â Pontarlier. 



Dan$ un triangle, on connait la bissectrice de Vangle au 
sommet, le rectangle des deux côtés qui comprennent cet angle et 
la différence des angle» à la bote : on demande de construire 
tt triangle. 
Je suppose 1« triangle BAC construit et je considère le 
cercle circonscrit au trian- 
gle, en menant la hauteur 
AH,jedétennine un triangle 
rectangle AIH que je puis 
construire: car je connais 

AI et l'angle AIH = ^ 
C — B . -, 

donc exactement le rayon 
du cercle circonscrit, car 
2B . AH c: AB . AC 
Je pourrai atissi détermi- 
ner le point E de rencontre de la bissectrice AI aveti le cercle 
circonscrit, Car 

AI . AK =s AB . AG. 

Dotlc, pour déterminer ABC, je Construirai AIHi puic J« 

déterminenl le point E, et tiun 1« c«atr« du eerele eir- 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 1S9 

conscrit qui se trouve à une distance déterminée de K et 
sur la perpendiculaire élevée au milieu de AK ; connaissant 
le cercle circonscrit, nous aurons les points B et G par la 
rencontre de IH avec ce cercle. 

Nota. — La même question a été résolue par MM. Gaillardon, Tvon, à 
Chartres; de Kerdrel, à Kéruzoret; Villadémoros, à Plaisance; Bourgarel, à 
Toulon ; Giat, à Moulins. 



QUESTION 83 

Solviion par M. YoussouffiaN) au collège de Galata-Seraï (Gonstantinople). 



Troie nombfes entiei^s sont en progression géométriqne; si te 
second augmente de 8^ la progression devient arithmétique; mais 
si, alors, ^ dernier terme augmente de 64, elle redevient géomé- 
trique* Trouver les trois nombres. 

Soient x, y, % les trois nombres cherchés. 
On a, d'après renoncé du problème 

X y 

^K^mmm ^^^9^ s^HH^ 

y z * 
(î/ + 8) - a: = ^ - (y + 8) 

et ^ ^ y + ^ 

y + 8 5; + 64' 
Équation que Ton peut mettre sous la formes 

y^ = xz 
CD — jij/ -j- js =16 

40? = y + 4* 

t/ 4- 4 

La troisième équation donne a; = ^ ' . . Remplaçait 
X par cette valeur dans les deux premières équations, on a 

4 4 

Êliminailt z enire ces deux équations et réduisant, on a 

9î/« — 88 t/ — 240 = Oj 

dont les racinee soût 

20 
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y devant être un nombre entier, on doit prendre seulement 
la valeur 12, ce qui donne x = 4. et z =36. 

Nota. — La même question a été résolue par MM. Giat, à Moulins ; Villadé- 
moros, à Plaisance; de Kerdrel, à Kéruzoret; Besson, à Nantes; Gaitucoli, à 
Draguignan; Doret, à Brest; Bablon, à Épinal; Maillard, à Beauvais; Desplan- 
ques, à Gondé-sur-Escaut ; Marsy, à Lille; Payard, à Vitry-ie-François. 



QUESTION 85 

liolotioii par M. Giboudot, élève à Sainte-Barbe. 



Par un point pris sur la bissectrice d'un angle mener une 
droite qui forme avec les côtés de Vangle un triangle de surface 
donnée. 

Je vais considérer deux cas, suivant que le point est sur 
la bisseclrice extérieure ou sur la bissectrice intérieure. 
Premier cas. — Soient ABC = a, Tangle donné; a, la dis- 




tance du point A au point donné 0, comptée sur la bissec- 
trice extérieure, et x l'angle inconnu que fait la droite va- 
riable OB avec AO. 
La surface du triangle ABC a pour expression 

AB.AD.sin a 



S = 



2 
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L'angle a étant constant, le problème revient donc à 
mener la droite OB de façon que le produit des segments 
qu'elle détermine sur les côtés de l'angle soit égal à une 
quantité donnée K*. 

Pour calculer AB et AG, je remarque que les triangles 

AOB, AOG donnent ^^ ^ 



et 



sin 05 sin B ' 

A(J a 



sin X sin C 



1 > 



d'où AB. AC = ^'^^^'/^^ = K«. 

sm B sm G 

Or, il est aisé de voir que 

sin B sin G = cosf 1- x\ cos ( a? ) = cos" sin'a:. 

a* sin' X 



Par suite, il vient K* = 



a 
cos* sin* X 

2 



K* cos* — 
d'où sin* X = 



a* + K* 
Pour que le sinus existe il faut et il suffit que 

K* cos*— < a* + K* 

2 "" 

OU K* sin*— > — a*, 

2 

condition toujoars remplie. Le problème, dans ce premier 
cas, est donc toujours possible, comme il était du reste aisé 
de le prévoir. 
On en déduit facilement la construction simple qui suit 

Du point A avec un rayon égal à K, je décris un arc de 
cercle qui coupe respectivement en M et en N la bissectrice 
intérieure et le côté AG. Du point N j'abaisse ensuite sur 
AM une perpendiculaire indéfinie NR. Enfin du point avec 
OM comme rayon je décris un arc de cercle qui coupe cette 
perpendiculaire au point R. Je joins OR qui est la droite 
cherchée ; car il est aisé de voir que 
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OR = v/o' + K« 
et que AS = K cos — . 

Deuxième cas. — En conservant les mêmes notations et 
appelant x l'angle AOC, je dois avoir encore 

AB.AG = K«. 

Les triangles AOB, AOG donnent encore 

AB.AC= °'f'^^ 
sm B sm G 

et, dans ce cas, je remarque que 

sin B sin G= sin fa?-| ) sinfcc j. 

Par suite il vient 

o* sin* X 



K» = 



sin' X — sin* — 

2 



K« sin» — 
ou sm* X = ■ 



K* — a* 
La condition de possibilité du problème est dans ce cas 

K* sin* — < K* — a* 

2 

ou K cos — > a, 

2 

J'ai alors la construction suivante (fig. 2j. 
Au point j'élëve à la bissectrice une perpendiculaire ON. 
Du point A avec K comme rayon, je décris un arc de 
cercle qui coupe AG en M et OM en N, de telle sorte que 

"ÔM^ = K* — a*. 

Par le point M je mène une parallèle à AO jusqu'à son 
intersection en P, avec un arc de cercle décrit de avec 
ON comme rayon. Je joins PO et je dis que PO est la ligne 
demandée. En eifet, il est aisé de voir que 

OS = K sin — . 

2 
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Le triangle rectangle OPS donne alors 
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cos POS = sin X = ^^ = 

OP 



K sin 



/ R» — a* 



La condition de 
possibilité trouvée 
précédemment nous 
montre que le mini- 
mum de la surface 
du triangle a lieu 
pour 

a = K cos — . 

2 

Dans ce cas le 
point K vient en 0, 
la droite OP est per- 
pendiculaire en ce 
point à la bissec- 
IricC) le triangle est 
isoscMe. Si OP s'in- 
cline dans un sens 
ou dans l'autre sur 
AR, le triangle de- 
vient infini lorsque OP et AB ou AG approchent du parallé- 
lismcc 

Nota. — La même question a été résolue par MM. Babion, à Epinal ; Naura, 
à Yitry-le-François ; Giat, à Moulins ; de Kerdrel, à Kéruzoret. 




SUR LA FORMATION DE CERTAINS TABLEAUX 

Par M. Désiré André. 

(Suite, voir page 139.) 



///. — Problème inverse, 

8. — Dans la première partie de ce travail, nous nous 
sommes proposé de résoudre ce problème : Former avec n 
objets un tableau de c colonnes satisfaisant à certaines conditions. 



164 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

L'une de ces conditions, la principale même, c'était que 
chacun des objets fût déterminé par la simple connaissance 
des colonnes oii il figure. Nous sommes conduits à nous 
poser maintenant ce nouveau problème, qui est l'inverse du 
premier ; Connaissant les colonne^ où figure un certain objetj 
trouver cet objet, 

9. — La connaissance des colonnes où l'objet en question 
figure équivaut évidemment à celle du nombre, écrit dans 
le système binaire, qui sert de numéro à cet objet. Il suffit, 
pour bien connaître ce numéro, de revenir de ce nombre, 
écrit dans le système binaire, au même nombre, écrit dans 
le système ordinaire de la numération décimale. Le numéro 
connu, l'objet correspondant est connu. 

Le retour de la numération binaire à la nuinération déci- 
male s'ejffectue d'une manière très simple. Supposons, par 
exemple, que le tableau formé ait cinq colonnes, ce qui est 
précisément le cas des deux tableaux qui. précèdent. Le 
chiffre i a pour valeurs relatives : dans la première colonne, 
2* ou i6; dans la deuxième, 2' ou 8; dans la troisième, 
2' ou 4; dans la quatrième, 2* ou 2; dans la cinquième, 
2^ ou I. Or, dans tout système de numération, un nombre 
quelconque est. la somiiie des valeurs relatives de tous ses 
chiffres. Donc il suffira, pour obtenir, dans le système déci- 
mai, le numéro d'un objet quelconque, de faire la somme 
des puissances de 2 correspondant à toutes les colonnes où 
figure cet objet, 

10. — Considérons le tableau (5) que nous avons formé 
en prenant pour objets* les 3i premiers nombres entiers. 
Ici, le problème se simplifiera, puisque chaque objet sera 
identique à son numéro. 

Supposons donc qu'on nous demande quel est le nombre 
de ce tableau qui se trouve dans la première colonne, dans 
la troisième et dans la quatrième. A la première colonne 
correspond 16; à la troisième, 4; à la quatrième, 2. Le 
nombre demandé est donc égal à 16 -)- 4 -(- 2, c*est-à-i3ire 
à 22. 

- — ' • 

Supposons encore quW nous demande le nomJ)re qui 
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figure dans la deuxième colonne et dans la cinquième. A la 
deuxième colonne correspond 8 et à la cinquième i. Le 
nombre demandé est donc égal à 8 -f- i> c'est-à-dire à 9. 

Avec un peu d'exercice, on arrive à répondre à toutes les 
questions de cette sorte, d'une façon pour ainsi dire instan- 
tanée. 

11. — Considérons maintenant le tableau (6) que nous 
avons formé en prenant pour objets les 26 lettres de l'alpha- 
bet français. Les numéros que nous avons attribués à ces 
lettres ne sont autre chose que leurs rangs dans l'alphabet. 

Supposons qu'on nous demande la lettre qui figure dans 
la deuxième colonne, dans la troisième et dans la cinquième. 
A la deuxième colonne correspond 8; à la troisième, 4; à la 
cinquième, i. Le numéro correspondant à la lettre cherchée 
est donc 8 + 4 + i> c'est-à-dire i3. La lettre cherchée est 
donc la treizième lettre de notre alphabet : c'est la lettre M. 

Supposons encore qu'on nous demande la lettre qui figure 
dans la première colonne et dans la troisième. A la première 
colonne correspond 16; à la troisième» 4. Donc le numéro 
correspondant à la'lettre cherchée est 16 -f- 4, c'est-à-dire 20. 
Donc la lettre cherchée est la vingtième de notre alphabet : 
c'est la lettre T. 

Avec un peu d'exercice, on peut arriver à répondre très 
vite à ces différentes questions. 

12. — A l'aide du tableau formé des 26 lettres de notre 
alphabet, et sans même avoir ce tableau sous les yeux, on 
peut donc deviner la lettre que pense une personne, à la con- 
dition toutefois que cette personne fasse connaître, d'une 
manière quelconque, les colonnes où cette lettre figure. 
En répétant plusieurs fois l'opération, on peut deviner, lettre 
par lettre, le nom d'une personne, ses prénoms, son lieu de 
naissance, etc., etc. 

Si l'on eût formé un tableau des noms de baptême les plus 
communs, ou des noms de nos 86 départements, on eût pu, 
de la même manière, dire à toute personne, non plus lettre 
par lettre, mais du premier coup, comment elle se nomme, 
ou dans quel département elle est née. 
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L'opération, à la vérité^ eût été alors un peu plus difficile, 
d'abord parce que l'addition à faire eût porté sur des nombres 
plus grands, ensuite parce qu'il eût été nécessaire de savoir, 
par cœur, la relation qui unit les nombreux objets que Ton 
considère aux numéros en même nombre qui leur corres- 
pondent. Cette dernière difficulté serait de beaucoup la plus 
sérieuse, peut-être même serait-elle insurmontable, si la 
mnémotechnie n'avait fait connaître, depuis très longtemps 
déjà, des moyens variés, et pour ainsi dire infaillibles, d'asso- 
dac une suite de nombres à une suite d'objets. 

/F. — Structure du tableau. 

13- — Étant donnés n objets à distribuer en un tableau 
de c colonnes, on peut, en opérant toujours d'après la règle 
que nous avons formulée (4), obtenir un très grand nombre 
de tableaux différents, et cela pour deux raisons» 

La première c'est que les n objets donnés peuvent être 
rangés dans un ordre quelconque, peuvent être numérotés 
d'un très grand nombre de manières différentes. 

La seconde, c'est que les nombres qui figurent dans 
chaque colonue du tableau peuvent y être placés dans tel 
ordre qu'on veut, peuvent y être permutés de toutes les 
manières. 

14. — Dans les deux tableaux que nous avons formés 
plus haut, nous avons opéré à cet égard de la façon qui nous 
a paru la plus simple. 

L'ordre oli nous avons rangé nos objets, pour les numé- 
roter, n'a pas été quelconque : c'a été, pour les 3 1 premiers 
nombres, leur ordre de grandeur croissante; pour les 
26 lettres de notre alphabet, leur ordre alphabétique. 

Dans les colonnes de ces deux tableaux, nous avons agi 
de même. Dans le tableau des 3 1 premiers nombres entiers, 
les nombres de chaque colonne, lus de haut en bas, vont en 
croissant. Dans les tableaux des 26 lettres, les lettres de 
chaque colonne se succèdent, de haut en bas, dans l'ordre 
alphabétique. 
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15. — Lorsque le nombre n des objets donnés est juste 
égal à 2^ — I, on ne voit pas d'autre façon de faire varier la 
structure du tableau ; mais lorsque n est inférieur à 2^ — i , 
on en aperçoit immédiatement une nouvelle, qui exige, à la 
vérité, qu'on modifie légèrement notre règle. 

Supposons, en effet, quen soit inférieur à 2* — i. Au lieu 
de donner aux n objets considérés les numéros i, 2, 3,...n, 
comme notre règle l'indique, ou pourra leur donner, pour 
nnméros, n nombres quelconques, choisis parmi les 2* — 1 
premiers nombres entiers, et il est évident qneces n nombres 
pourront être choisis à volonté. 

16. — Il y aurait encore un autre moyen de former, avec 
les n objets donnés, un plus grand nombre de tableaux : ce 
serait de faire varier le nombre c des colonnes. Ce nombre c 
n'est assujetti qu'à la seule condition de satisfaire à l'iné- 
galité c > -r-^ — ; 

10g2 

il a une limite inférieure, mais n'a pas de limite supérieure : 
on peut lui donner des valeurs en nombre infini. Néan- 
moins, dans la pratique, on ne donnera jamais à c des 
valeurs supérieures à n, de façon que nous aurons toujours 

^ logn 
- log2 

On pourrait profiter de l'indétermination, même ainsi ré- 
duite, du nombre c, pour imposer au tableau à former des 
conditions nouvelles ; pour lui imposer, par exemple, la 
condition d'avoir, au plus, un nombre donné l de lignes, ou 

même d'avoir juste l lignes. 

(A suivre.) 



QUESTIONS PROPOSEES 



96. — On considère un triangle ABC, inscrit dans un 
cercle ; la hauteur CD menée sur AB rencontre le cercle au 
point E. On demande de mener par le point E une corde EZ, 
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rencontrant AB en X, BG en Y, et la circonférence en Z, 
de façon que XY = YZ. (Reidt.) 

97. — Dans un cercle dont le centre es't 0, on mène 
deux diamètres rectangulaires AB, CD; on demande de 
mener par le point A une corde AY, qui coupe la ligne CO 
au point X, et la circonférence au point Y, de manière que 
l'on ait AX.OX = GX.XY. (ReidL) 

98. — Dans un cercle dont le centre est G, on mène 
deux diamètres rectangulaires, AB, EF. On demande de 
trouver sur l'arc BF un point X tel que si Ton mène les 
lignes AX, BX, EX, dont la dernière rencontre GB en Y, on 
ait AX.BX = GY.XE. (ReidL) 

99. — En appelant A, B, G les angles d'un triangle, et a 
un angle déterminé par la relation 

cotg a = cotg A + cotg B -|- cotg G, 
démontrer que l'on a 

sin* A + sin* B + sin* G 



cotg 2 a = 



2 sin A sin B sin' G (sin* A + sii^' ^ + sin* C) 

(Brocard.) 



Le Rédacteur-Gérant, 
E.VAZEILLE. 
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ETUDE SUR LE CERCLE DE BROCARD 

Par M. A. Iforel. 
[Suite voir p. 10, 33, 62, 97). 



23. — Nous allons donner de Tangle a, qui détermine les 
points segmentaires, une construction très simple, au moyen 
de la règle et du compa^s, et nous déduirons certaines pro- 
priétés de la figure qui nous occupe, en partant de cette 
construction. 




E 



Soit ABC le triangle donné ; je mène au point C la tan- 
aente au cercle circonscrit, et par le point A je mène à BG 
la parallèle AD, qui rencontre la tangente précédente au 
point D. Je dis que l'angle DBG est égal à l'angle a. 

En effet, comme l'angle ACD est évidemment égal à 
l'angle B du triangle, l'angle DCE est égal à l'angle A. 

Cela posé, si h est la hauteur du triangle, on a, dans le 
triangle rectangle BDH 

BR = h cotg DBH. 

D'autre part, on a 

Ga = h cotg DCH = h cotg A, 
puis BG = h{coig B + cotg G). 

JOURNAL DB MATH. ÉLÉH. 1883. S 
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Donc, comme on a BH = BG + GH (en tenant compte des 
signes), il vient 

cotg DBH = cotg A + cotg B + cotg G. 
Donc DBH = a. 

24. — On déduit dô là une relation métrique très simple 
entre les deux angles que fait Tune des droites analogues à 
BD avec les côtés de l'angle qui la comprend. 

L'angle DGE étant égal à A, l'angle BDG est égal à A— a. 
Le triangle BDG donne alors 

sin(A — a) a 

sï^ ""DG' 
mais dans le triangle ABG on a 

DG _ sinDA C _ sinG _ c 
b sinADG sinA a 

^ sinfA — a) a* a' 

Donc on a ^i -' = —— = — -— . 

sina oc abc 

En prenant celte relation et les deux autres relations ana- 
logues, on retrouverait l'équation que nous avons donnée 
au paragraphe 2, et on en déduirait la relation entre l'angle 
a et les angles du triangle. 

25. — Théorème. — La droite Gw', faisant avec le côté 
BG l'angle a, la médiane correspondant à BG et la médiane anti- 
parallèle menée de l'extrémité B de BG sont trois droites concou- 
rantes. 

On sait que, cp^ et (p^ étant les angles qu'une droite fait 

avec les deux côtés d'un triangle, le rapport !^^* est le 

sincp^ 

rapport des distances d'un point quelconque de la droite 
avec ces deux côtés; déplus, si trois droites issues des som- 
mets sont concourantes, on sait que le produit des trois 
rapports de sinus ainsi déterminés est égal à l'unité, et que 
la réciproque est vraie. 

Gela posé : 

Pour une médiane, le rapport des distances d'un point aux 
côtés de l'angle est égal à l'inverse du rapport des côtés; 
donc, si nous appelons 8a, ît, 5c les distances du point de 
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rencontre de la médiane AM, et de la médiane antiparallMe 
BN„ aux côtés a, 6, c, nous avons 

il — A-. 

86 c ' 

pour une médiane antiparallèle, au contraire, le rapport des 
distances aux deux côtés est égal au rapport de ces côtés^; 

8« a 



donc 



8, 




Donc, en multipliant, il nous reste 

86 c«* 

8a sin a 

Mais on a alors -r- = , ,.^ -r; 

§6 sm (u — Cf.) 

par suite, la droite Gw' passe par le point de rencontre des 

deux droites précédentes. 

26- — Théorème. — La droite KAi, qui joint le point K 
au sommet A^ du triangle k^Efi^^, est divisée en deux parties 
égales par la médiane partant du point Ai homologue de A,. 

En effet, nous avons vu précédemment (17) que AjK est 
parallèle à BG; donc, puisque les lignes GA^, BK et M^A sont 
concourantes, elles déterminent des segments proportionnels 
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sur des droites parallèles, et en particulier la droite BG étant 
partagée en deux parties égales par M^, la droite K^A sera 
divisée en deux parties égales par la droite AM^. On verrait 
de même que chacune des droites KBj, KG4 est divisée en 
deux parties égales par la médiane correspondant au côté 
auquel elle est parallèle. 

27. — Théorème. — Les trois lignes AA^, BB^, CCi se 
coupent en un même point. 
En effef, appelons d et d' les distances du point A^ aux 

deux côtés AG et AB ; le rapport -^ peut s'écrire 

d d 



A1M4 A^M^ 
Or on a, puisque Ai est sur la ligne G(ù\ qui fait Tangle a 

d sin(G — g) c» ^ 

avec BG . ^.^ = : = —7—; 

AiMi sm a abc 

de même, puisque A^ est sur la ligne Bo), qui fait l'angle a 

^ • d sin(B — a) 6« 

avec BG -t-tt- = ^^ ' = -r— ; 

A|Mi sin a abc 

d c' 

doiic -jT = T7* 

d 0' 

Tel est le rapport des distances d'un point quelconque de 
AAj respectivement aux deux côtés 6 et c. 

En prenant de même les rapports relatifs aux signes BBi 
et GGj, on voit que le produit de ces rapports est égal à 
l'unité. Donc les droites AA^, BB^, GG^ sont concourantes en 
un point que nous appellerons D. 

28. — Théorème. — La ligne qui joint le point K au 
milieu M^ dun côté, passe par le milieu de la hauteur corres- 
pondante. 

Au point B, je fais avec BG un angle BGF, extérieur au 
triangle et égal à l'angle BGA ; on sait que l'on a 

sin ABK _ AB 

sin KBG "" BG' 

On a aussi 

sinABF _ sin G _ AB 

sin GBF "" sin A "" BG ' 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 173 

Donc le faisceau B(GKIiF) est un faisceau harmonique, et 
le point K a pour conjugué harmonique par rapport au seg- 
ment CI le point F de rencontre de CI avec BF. 

De même, si Ton mène par le point A une droite faisant 
avec BG un angle égal à l'angle G du triangle, cette droite 
sera la conjuguée harmonique de AKpar rapport à GA et AB, 
et par suite passera par le point F. 

Donc le triangle BFG est isoscèle, et la ligne FM„ qui 
passe par le milieu de BG, est perpendiculaire à BG. 




Cela posé, les lignes MjF, MjA, MjK, M,G forment un 
faisceau harmonique et la hauteur GH, parallèle au rayon MjF, 
est partagée en deux parties égales par les trois autres rayons, 
ce qui démontre le théorème. 

29. — Théorème. — Si Von joint les milieux des côtés 
homologues des triangles ABG et A^BjGi on a trois lignes qui 
se coupent en un même point, situé sur la ligne DE, qui joint le 
point h de rencontre des lignes AA^, BB^, GGi au centre de gra- 
vité E, commun aux deux triangles ABG, AiB^Gj. 

En effet, les deux triangles AEAi, M^Em^ sont semblables, 

. , AE A4E 

puisqu on a ^^rr- = 2 = 



EMi 



Emi 
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il en résulte que les lignes AA^ et MiUii sont parallèles; or, 
dans le triangle ABC, les lignes AA^, BBi, GCi se coupent 
en un même point D; donc, dans le triangle homothétique 
MiMjMj, les lignes MjWi, M,m2, MaWj se couperont en un 
même point S qui sera sur la droite DE, et on aura 

DE _ 

30. — Théorème. — Le point S est au milieu de la 
ligne anù , 

Pour démontrer ce théorème, nous allons chercher les 
distances du point S à Tun quelconque des côtés du triangle, 
et montrer que chacune de ces distances est la demi-somme 
des distances correspondantes des points (o et u)'. 

Nous avons vu (27) que, en appelant 8a> ^6» ^c les distances 
du point D aux côtés a, 6, c, on avait les équations 

5a _ 6» B5 _ c« 
8, ~ a» '" 8, "" 6» ' 
ce que Ton peut écrire 

8a . a» = 85 . 6' = Se . c«. 
D'autre part, en appelant A la surface du triangle, on a 
évidemment a8a -j- 685 + c8c = 2A. 

On on tire facilement 

2A.a'&'c' 

"■ ~ a\a^b^ + a^c^ + 6«c«) * 
De même, en appelant ea la dislance du centre de gra- 
vité E au côté a, on sait que Ton a 

__ 2^ 
5a 
Soit (Sa la distance du point S à a; puisque les trois points 
D, E, S sont en ligne droite, et que DE == 2ES, on a 

8tt Êa 



= 2; 



>a 



on en lire, par un calcul facile 

a (6« + c«) 



(5a = 2A ,. 



Nous avons vu au commencement de cette étude (4) que, 
en posant 6«c* + c^a'^ + «'&* = J^^S 
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nous avions wB = , (o'G = 



K ' K • 

2A 

sm a = _. 

Donc, puisque les distances des points o) et w à BG sont 
respectivement <oB sin a, <o'G sin a, 

leur somme est -— - a (c» + **) = 2<Ta. 

Par suite, la distance du point S au côté a est bien la 
demi-somme des distances des points w et <o' au même 
côté. Le même raisonnement s'appliquant évidemment pour 
un autre côté, le point S est bien au milieu de (ow. 

31 . — Théorème. — Les lignes qui joignent les milieux 
des côtés du triangle Â'B'G' aUrX sommets du triangle ABG se 
coupent en un même point S\ 

En effet, dans Tangle (oAw' les droites wo)' et B^G^ sont 
antiparallèles; par suite, la médiane Am^ et la médiane AS 
sont des lignes symétriques par rapport à la bissectrice de 
l'angle cdAco', et par suite aussi, de l'angle BAC. Donc, puis- 
(Jue les lignes AS, BS, GS concourent au même point, il en 
est de même des droites A^i, Bm„ Gm^. 

On peut calculer les rapports des distances de ce nouveau 
point S' aux trois côtés; on a, en effet, comme nous venons 
de le voir pour le point S : 

ffô ~" 6 (c« + a») ' (Je "" c (a« + 6») * 
On en déduit, puisqu'il faut pour des points correspon- 
dants renverser les rapports, 

ga' . a{b^ + c*) = (Tb' . b{a* + c») = a^' . c{a* + 6«). 

32. — Théorème. — Le point correspondant du point D 
est un autre point D', pôle de la corde axo' par rapport au 
cercle de Brocard. 

Pour le démontrer, je considère le point w^, milieu de 
B|Gi; soit F le conjugué harmonique de E par rapport aux 
points Al et w^; de l'égalité 
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A<E _ AF _ 

je tire facilement FE = 2A1E. 

Donc, puisque, en appelant H le point de concours des 
hauteurs de ABC, j'ai, d'après un théorème connu 

HE = 2EO, 
je vois que FH est parallèle à A^O et que, par suite, F est 
sur la hauteur correspondant au côté BG. 
Gela posé, je considère le faisceau harmonique 

A (AiEmjF) ; 

les symétriques des rayons par rapport à la bissectrice for- 
ment un faisceau harmonique ; or 

AE a pour symétrique AK; 

Ami ou AS' a pour symétrique AS (31); 

AF (ou AH) a pour symétrique AO, d'après un théorème 
connu ; 

Donc le symétrique de AA,, ou de AD, passe par le point 
D', conjugué harmonique de S par rapport à et K; et 
puisque OK est le diamètre perpendiculaire à wo)', D' est le 
pôle de (1)0)' par rapport au cercle de Brocard. 

33. — Nous avons vu précédemment (29) que DES est une 
ligne droite et, de plus, que DE = 2ES;'d*autre part, on sait 
que OEH est une ligne droite, et que EH = 2OE; donc la 
ligne DH est parallèle à SO, ou, ce qui est la même chose, 
à D'O. (A suivre.) 



SOLUTION 84 

isolation par M. Youssoufian, élève au lycée de Galata-Seraï (Gonstantinople). 



Démontrer géométriquement que Von a 

=iarctg-^ — \- arc ig 



4 q P+q ' 

Soient AM = ç, MP = p perpendiculaire à AM. Je prends 
MO •:- p sur le prolongement de AM ; du point j'élève 
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la perpendicalaire OS = q — psurAO et je joins AP, AS, PS. 

On a 

p 

-^ = tg PAM, 

1:^ = p SAO. 

Il s'agit donc de 
démontrer que 
SAO + OAP 




f-/' 



+ — = 450. 

4 
Les deux trian- 
gles rectangles 
PML, SOL ayant 
l'angle en Légal, sont semblables; par suite 

ML p ,, ^ ML p 

-— r- = -^— d ou = -^ 

LO 7— p p q 

ce qui pourrait s'écrire 

ML __ MP 

MP ~ MA • 

Dans le triangle APL, la hauteur PM étant moyenne pro- 
portionnelle entre AM et ML, ce triangle est rectangle en P. 
Le triangle APS Test aussi. 

D'autre part les deux triangles rectangles APM, ASO donnent 

ÂP*^ = p« + 9« et ÂS'^ = (p + qY + iq—py 

= 2 (p^ + 9«), 

donc 2TP = AS» 

et ^comme PS'^ = AS^ — AP'\ on a en remplaçant AS* par 
^ÂP2PS2 = AP«. 

Le triangle rectangle APS est donc en môme temps isoscèle ; 
par conséquent l'angle PAS = 4S^ c.q.p.d. 

Nota. — La même queslion a été résolue par M. do Kerdrel, à Kéruzoret. 
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QUESTION 86 

fiolotlon par M. Youssoupian, au lycée de Galata-Seraï (Constantinople). 



0/: coyisidère deux droites rectangulaires A e/ A' ; sur A on prend 
un point fixe P. Par ce point P on fait passer une transvei^sale 
mobile B, qui forme avec A et A' un triangle rectangle. Imaginons 
maintenant le cercle inscrit, et soit A le point de contact de ce 
cercle avec A, etB son point de contact avec 3. Démontrer que la 
droite AB passe par un point fixe. 

Soit G le centre du cercle inscrit dont le rayon est r. Je 

prolonge AB et OG jusqu'à 
leur rencontre M et N avec 
la perpendiculaire PM élevée 
sur A au point P. 

Les triangles PBN, FAB 
étant semblables, on a PN 
= PB puisque P'A = P'B. 

D'autre part OP = PM, puis- 
que MOP = 45", par suite 
MN = PM — PN = PO — PB 
= PO — PA' = ?• 
et OA = r, 

d'où MN = OA; il en résulte que les deux triangles OAK, 
MNK sont égaux comme ayant un côté égal et les angles 
adjacents égaux; dès lors OK = KM. Ainsi la corde AN 
divise OM en deux parties égales et passe toujours par son 
milieu E. c. q. f. d. 

Nota. — La même queslion a été résolue par MM. Bablon, à Épinal ; Des- 
plànques, à Condé-sur-Escaut ; de Kcrdrel, à Kéruzoret. 
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QUESTION 89 

iU>latioii par M. Gindrk. 



On donne trois points en ligne droite A, B, G ; pnr A et B o^i 
fait passer une circonférence quelconque 0, soit le point P le pôle 
de AB par rapport àO \la droite PC rencontre en des points 
I et V; trouver le lieu de ces points, lieu qui est une circonfé- 
rence. 

Je considère les trois points A, B, G et la circonférence 
passant par les deux points A et 
B ; le pôle P de AB par rapport au 
cercle est déterminé par Tinter- 
section de la perpendiculaire abais- 
sée de sur AB et de la tangente 
nieaée en B au cercle 0. 

J'élève an point K, milieu de IF, 
la perpendiculaire KO sur 11' ; elle 
coupe la droite AB en un point D 
qui est évidemment le pôle de PII', 
de plus ce point D est un point fixe, car il est aussi sur 
la polaire de G par rapport au cercle 0; et enfin la droile 
Dl tangente au cercle en I est de longueur constante, car 
AB est le lieu des points d'égale puissance par rapport aux 
cercles tels que 0. 

Donc le lieu des points I, I' est une circonférence ayant 

pour centre le-point D déterminé par HD= — ,elayant 

c 




pour rayon DP = 
HB etHG. 



a' 



(a* — c*), a et c étant les distances 



Nota. — La même question a été résolue par MM.Hugon, Berdon,à Cluny 
Giat, Julien Sauve à Moulins; de Kerdrel, à Kéruzoret ; Bourgarel, à Toulon. 
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CONCOURS GENERAL DE 1883 



Mathématiques élémentaires. 

On donne deux droites R et R', non situées dans un 
• même plan, un plan P parallèle à ces deux droites, et un 
point A. On considère tous les cercles qui ont pour centre 
le milieu de la perpendiculaire commune aux deux droites 
ïl et R, et dont la circonférence rencontre chacune de ces 
droites R et R'. 

Trouver le lieu de la projection de A sur le plan de chacun 
de ces cercles. 

Soient M et M' les points oîi la circonférence de l'un des 
Cercles considérés rencontre la droite R et la droite R; la 
sphère qui a ce cercle pour grand cercle et la sphère qui a 
MM' pour diamètre se coupent suivant un cercle G; à ce 
cercle G, on mène les tangentes MT et M'T' aux points 
M et M' ; soit D la droite d'intersection des plans RMT et 
R'MT. On demande le lieu de la trace de la droite D sur 
le plan P. 

Trouver le lieu des extrémités du diamètre du cercle G 
perpendiculaire au diamètre MM' du même cercle. 

Plus généralement, trouver le lieu des extrémités d'uiv. 
diamètre du cercle G faisant avec MM' un angle constant 
donné. 



ECOLE FORESTIERE 



Composition en mathématiques (3 heures). 

Démontrer que le carré d'un nombre prgmier diminué 
d'une unité est toujours divisible par 12. (Ises nombres 2 et 
3 font exception.) 

— Déterminer deux nombres sachant que 7 est leur somme 
et 1267 la somme de leurs cinquièmes puissances. 
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— Un triangle est défini par sa hauteur, son périmètre 0t 
un angle adjacent à la base ; le construire et faire passer 
par ses trois sommets un triangle équilatéral de surface 
maximum ou minimum. 

— Étant donné un parallélogramme ABGD dont les côtés 
AB, AC sont fixes de position, mais variables quant à leurs 
longueurs, de telle sorte que le sommet D décrive une droite 
fixe EF ; trouver le lieu décrit par le point de rencontre des 
hauteurs H du triangle ABC, 

A chaque point D de la droite EF correspond ainsi un 
point H du lieu ; établir cette correspondance pour les diffé- 
rentes régions de la droite EF dans le cas général, et spécia- 
lement dans le cas oîi Tangle A est un angle droit. 

Composition en trigonométrie et calcul logarithmique 

(3 heures). 

On donne dans un triangle : 

l'angle A égal à 27° 14 21 ",56 

Tangle B égal à 60^ 45' 22^,42 

l'angle G égal à 92® o' îb'\o2 
et le périmètre égal à i33o"68i 5 
Déterminer: 

1® les trois côtés ; 

2® la surface ; 

3** le rayon du cercle inscrit ; 

4^ le rayon du cercle circonscrit. 

— Les angles PO A et POB étant respectivement égaux à 
ôS*» 17' 34'',79 et à 24® 35' 27'', 28, calculer, en millimètres 
carrés, les surfaces des trois zones décrites par les arcs PB, 
BAet AM tournant autour du diamètre MN perpendiculaire 
au diamètre PQ. Le rayon PO est égal à 37°*389765. 

— Déterminer les angles satisfaisant à la relation 

2925 sin X + *5292 cos x = 3o45. 
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BACCALAURÉAT ES SCIENCES 



Bordeaux. 

(Novembre 1882 et avril 1883.) 

— On connait dans un trapèze rectangle ABCD 

AB =a, DG = b,BG=h; 
calculer le rapport des volumes engendrés en faisant tourner 
l.ej[rapèze successivement autour de a et de b. 
Application : a = 1200 ; 6 = 55o ; A = 240. 

— Trouver un angle x tel que 

5 
sin X = — colff .X. 
12 ^ 

— On connaît, dans un triangle rectangle, l'hypoténuse a. 
et la somme 6 des deux côtés de Tangle droit; calculer ces 
côtés ; discuter les formules. 

— Résoudre l'équation 

log (20a; + î2) -}- log (320? — 8) = log i5. 

— Les quatre côtés d'un trapèze sont a, 6, c, d ; calculer 
la hauteur du trapèze et les angles. 

— Trouver le minimum du trinôme 

5.T* — Î2X -]- 16» 

— Dans un carré de côté a, on inscrit une circonférence 
de cercle, dans cette circonférence un carré, dans celui-ci 
une nouvelle circonférence, et ainsi de suite indéfiniment; 
calculer la limite sur laquelle lend la somme des circonfé- 
rences ainsi inscrites. 

— Le volume d'un cône est égal à n fois celui d'un cub3 
de côlé w, et le rayon de sa base vaut Km. Calculer sa sur- 
face latérale. 

Application: n = 3 ; K = — , m = 7 mètres. 

— La base d'une pyramide régulière est un triangle equi- 
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latéral de côlé a ; la somme des trois côtés de l'uae des faces 
est 6 ; calculer le volume et la surface de cette pyramide. 
ApplicatioQ : a = i5o mètres ; b = 425 mètres. 

— Un capitaliste possède une somme de 120,000 francs 
placée à 4 1/40/0; il dépense chaque année une certaine 
somme, et joint le reste de son revenu au capital ; au bout 
de 5 ans, il possède 140,000 francs; combien dépense-t-il 
par an? 

Session de juillet 1883, 

Série unique (10 juillet). 

Étant donnés un point A sur une circonférence de rayon 
E, le diamètre AOM et la tangente EMP au point M, cal- 
culer la distance au centre d'une corde BG, parallèle à la 
tangente, pour laquelle la surface du triangle ABC est égale 
à celle du trapèze BGFE. Vérifier la valeur trouvée. 

— Dans une sphère S, de rayon R, on inscrit un cube G'; 
dans le cube, on inscrit une deuxième sphère S'; dans celte 
sphère S' on inscrit un cube G', et ainsi de suite indéfini- 
ment. On demande : 1® les rayons des sphères successives 
S, S', S'... ; 2° les expressions des volumes des couches 
sphériques comprises entre S et S', S' et S", etc. Vérifier 
que la somme de tous ces volumes, en nombre infini, est égale 
à la sphère S. 

— Un électroscope est chargé d'électricité positive ; on 
approche un corps de la boule de Tappareil ; les feuilles se 
rapprochent jusqu'au contact, puis divergetit ensuite. Quelle 
conclusion doil-on tirer de Texpérience? Quelle serait la 
conclusion si les feuilles, après s'être rapprochées jusqu'au 
contact, ne divergeaient pas? 

— Métallurgie du fer. 

— Indiquer les réactions exercées par le chlore sec et par 
le chlore humide sur les corps suivants : 

Acide sulfhydrique ; 
Hydrogène bicarboné ; 
donner les formules des réactions. 
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Paris. 

Juillet 4883. 

Étant donné un hexagone régulier ABGDEF, on prend sur 
ses côtés des points M, B', G', D', E', F', tels que Ton ait 

AR 
AA' = BB' = ce = . . . = FF == — ; 

n 

*#n demande : i^ de démontrer que l'hexagone A'B'C'D'ET 

est régulier; 2<* de calculer Je rapport de la surface de cet 

hexagone à celle du premier ; 3^ de chercher pour quelle 

valeur de n ce rapport est le plus petit possible. 

— Dans un triangle ABC, on donne a, A, et 6* + ^* î ^^^' 
culer h et c. 

— Trouver les limites entre lesquelles h doit être compris 
pour que l'inégalité 

10 

soit vérifiée pour toutes les valeurs réelles de ce, positives 
ou négatives. 

— Trouver les valeurs de sin x et sin j/, sachant que les 
lignes trigonométriques des arcs cr et j/ vérifient les deux 
équations sin j/ = K sin a?, 

2 cos X -f- cos y = î, 

— Deux circonférences et 0', de rayon R et R', sont tan- 
gentes extérieurement ; on leur mène une tangente commune 
extérieure A A' ; calculer le volume engendré par le trapèze 
AAOO' tournant autour de 00'. 

— On donne Tangle A du triangle ABC égal à 6o% on 

/i — R — (^ 

donne le rapport — = 2 + v/ 3 ; calculer ta . 

^^ c . 2 

— Étant donnés une derai-circonférence et son diamètre 
horizontal AB, on propose de trouver sur la circonférence 
un point M tel que, en abaissant la perpendiculaire MP sur 
AB, la somme MP + PA soit égale à une longueur donnée. 

— Le côté d'un triangle équilatéral ABC est a. Par le point 
D, pris sur BG, on mène DE et DF respectivement parallèles 
à BA et GA. Déterminer la distance BD de façon que le 
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volume engendré par le parallélogramme AFDE dans sa 
rotation autour do BC soit les deux tiers du volume engen- 
dré par la rotation de ABC autour du même axe. 

— Les rayons des bases d'un tronc de cône sont R et r ; 
quelle doit être la hauteur de ce tronc de cône pour que sa 
surface latérale soit égale à la somme des surfaces des deux 
bases ? 

— On lance d'un point de bas en haut suivant la verticale 
un point matériel pesant P avec une vitesse Vo ; quand P 
atteint le point le plus haut de sa course^ on lance en un 
deuxième point matériel P' avec une vitesse égale Vo*, à 
quelle hauteur au-dessus de se rencontreront les deux 
points ? 

— On donne les longueurs 2I et 2/' de deux cordes paral- 
lèles d'un cercle et la distance q de ces deux cordes ; déter- 
miner l'expression de la valeur du rayon de ce cercle. 

— Trouver les limites entre lesquelles doit être compris le 
nombre donné m pour que l'équation 

ac* + 4^^ "K 2m* + 3m — 1=0 
ait ses racines réelles. 

— On considère un trapèze ABGD dans lequel un des 
côtés non parallèles est perpendiculaire sur la base. On 
demande de calculer BG, CD, DA, connaissant - 

AB :^ a, la surface 5 et le périmètre p ; 
quelles sont les conditions que doivent remplir s et p pour 
que le problème soit possible ? 

— Résoudre l'équation 

sin 40? -j- sin a; = o. 

GlGimont. 

Composition unique. 

Étant donnés une circonférence et un point A dans son 
plan, on mène le diamètre AO. Déterminer sur ce diamètre 
un point M tel que, en élevant la perpendiculaire MB sur 
AO, on ait 

AM + ^*MB = const. 
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On désignera par a le rayon du cercle, par d la distance 
OA, par l la constante, par x l'inconnu OM. On discutera la 
valeur de ce : 1® quand d = a, et A = 2 ; 2® dans le cas géné- 
ral. — Résoudre géométriquement la même question. 

— Expériences fondamentales sur Tinduction électrique. 

— Calculer le poids d'un mètre cube d'air à la tempéra- 
ture de 3o®, à la pression 740, l'état hygrométrique étant 0,4; 
sachant que le poids d'un litre d'air sec à la pression 760 
et à 0® est 1^293; le coefficient de dilatation de l'air est 
0,00367 ; la tension de la vapeur d'eau à 3o® est 3 1, 55 ; la 
densité de la vapeur d'eau est 0,622. 

Toulouse. 

Composition unique. 

Trouver le maximum et le minimum de l'expression 

tg3a 

lorsque a varie de o à 90**. — Indiquer la loi de variation 
de la fonction lorsque a varie dans les mêmes limites. . 

— État hygrométrique; sa mesure ; insister sur les hygro- 
mètres à condensation. 

— On donne un miroir sphérique concave dont le rajon 
est 5 mètres; à quelle distance du miroir faut-il placer un 
objet pour qu'il fournisse une image quatre fois plus petite? 
à quelle distance pour qu'il fournisse une image quatre fois 
plus grande ? 

Poitiers. 

Composition unique. 

L'apothème d'un cône a une longueur donnée a; calcu- 
ler la hauteur sachant que la surface totale est irè*. Maximum 
de b. 

— Dans un triangle ABC, on mène les bissectrices inté- 
rieures et extérieures AD et AD' de l'angle A. On demande 
de calculer en fonction des trois côtés du triangle le segment 
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DD' que ces bissectrices déterminent sur le côté opposé. 
Quelles doivent être les valeurs des côtés 6 et c pour que le 
segment DD' soit égal à 2a, en supposant que la différence 
des carrés 6* — c* soit égale à un nombre donné K*? 

— Réfraction à travers les lentilles convergentes. Foyer 
réel; foyer virtuel. — Rapport de grandeur de Timage à 
l'objet. 



SUR LA FORMATION DE CERTAINS TABLEAUX 

Par M. Désiré André* 

[Suite et fin, voir pages 139, 16Î.) 



F. — Forme du tableau. 

17. — On peut remarquer que, dans le tableau des 3 1 pre 
miers nombres entiers, les colonnes ont toutes la môme lon- 
gueur, tandis que, dans le tableau des 26 lettres, il y a des 
colonnes de trois longueurs différentes. En d'autres termes, 
on peut remarquer que le premier de ces tableaux est un 
rectangle, mais que le second n'en est pas un. 

En réfléchissant à ce fait, nous sommes parvenu à deux 
théorèmes très simples, qui nous semblent intéressants, et 
dont les démonstrations reposent Tune et l'autre sur les deux 
remarques suivantes. 

18. — La première de ces remarques, c'est que, dans le 
système de la numération binaire, le nombre 2^ — i se repré- 
sente par une suite i i ! . . . i , de c chiffres i . Il s'ensuit 
évidemment que l'objet dont ce nombre est le numéro figure 
dans toutes les colonnes du tableau. 

La seconde de ces remarques, c'est que, dans le système 
de la numération binaire, les nombres entiers inférieurs à 
2^ — I s'associent par couples, de telle façon que les deux 
nombres de chaque couple se déduisent l'un de l'autre par 
la substitution du chiffre 1 au chiffre o, et vice versa. Il est 
évident que, dans la suite naturelle des nombres entiers» 
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depuis I jusqu'à 2* — 2, les nombres d'un même couple 
sont équidistants des extrêmes et ont une somme égale à 
2*^ — I. Le point important pour nous, c'est que, si les deux 
nombres d'un même couple sont les numéros de deux objets, 
ces objets figurent l'un ou l'autre dans toutes les colonnes 
du tableau, mais ne figurent jamais ensemble dans une 
même colonne, de telle façon que ces deux objets aug- 
mentent le tableau d'une ligne entière, ni plus ni moins. 

Ces remarques vont nous permettre de démontrer les 
théorèmes que nous avons annoncés sur la forme des tableaux. 
Ces théorèmes correspondent, l'un au cas où n est égal à 
2*^ — I, l'autre au cas où n est inférieur à ce nombre. Ces 
deux cas sont les seuls qui puissent se présenter, puisque, 
nous l'avons vu (3), les nombres n et c doivent toujours 
satisfaire à l'inégalité n < 2^ 

19. — Théorème I. — Si n est égal à 2^ — i, te tableau 
est toujours un rectangle. 

En effet, les n objets donnés ont alors pour numéros les 

n nombres i, 2, 3,. . ., n. Le numéro n, étant égal à 2' — i, 

introduit, d'après la première remarque, une ligne entière 

tï "" I 
dans le tableau. Les n — i autres objets constituent 

couples, lesquels, d'après la seconde remarque, introduisent 
aussi chacun, dans le lableau, une ligne entière. Donc ce 
tableau se compose de plusieurs lignes, toutes entières ; donc 
il a la fo'rme d'un rectangle. 

Ce rectangle, nous le savons, a c colonnes. On peut voir, 
très facilement, qu'il a un nombre de lignes égal à 2*~*. 

20. — Théorème. II. — Si n est inférieur à 2« — i, on 
peut toujours donner au tableau la forme d'un rectangle. 

Pour le démontrer, nous distinguerons deux cas, suivant 
que n sera pair ou impair, c'est-à-dire de la forme 2k ou de 
la forme 2k -^ i. 

Si n est de la forme 2k, nous partageons nos objets en 
k couples; à chacun d'eux nous faisons correspondre un 
des couples de nombres définis dans notre seconde remar- 
que : chacun de ces couples donne une ligne entière au 
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tableau, ni plus ni moins; ce tableau se compose donc de 
k lignes, toutes entières : c'est un rectangle. 

Si n est de la forme 2fc -}" '» nous partageons nos 2k + i 
objets en deux parties, l'une formée d'un seul objet, quel- 
conque d'ailleurs, l'autre composée des at objets restants. 
A l'objet isolé nous faisons correspondre le nombre 2^ — i : 
il s'ensuit, d'après notre première remarque, que cet objet 
donnera une ligne entière au tableau. Nous distribuons les 
2k objets restants en k couples, auxquels nous faisons cor- 
respondre k des couples de nombres définis plus haut ; 
d'après notre seconde remarque, chacun de ces couples 
apportera aussi au tableau une ligne tout entière. Donc le 
tableau sera formé de ft + i lignes entières, et, par consé- 
quent, aura la forme d'un rectangle. 

Ainsi, nous pouvons toujours disposer nos n objets en 
un tableau rectangulaire. A la vérité, pour arriver à ce 
résultat, nous modifions notre règle initiale (4), comme nous 
nous avons dit déjà (15) qu'on peut le faire : au lieu de 
donner à nos n objets les numéros i, 2, 3, . . ., n, nous leur 
donnons pour numéros n nombres, choisis d'une manière 
convenable, parmi les 2^ — i premiers nombres entiers. 



VI. — Généralisation, 

21. — Dans le problème que nous nous sommes proposé 
en commençant, chaque objet ne peut avoir, par rapport à 
chaque colonne, que deux manières d'être diflférentes : ou 
il y figure, ou il n'y figure pas. Si donc nous voulons repré- 
senter, par une suite de signes, l'ensemble des manières d'être 
d'un objet déterminé par rapport à toutes les colonnes du 
tableau, il nous suffit d'employer deux signes différents 
correspondant, l'un au cas oh l'objet figure dans la colonne 
considérée, l'autre au cas oh il n'y figure point. 

Nous avons choisi, pour distinguer ces deux cas, le chiffre 
I et le chiffre o. Nous aurions pu prendre deux autres signes, 
absolument quelconques. Mais, quels qu'aient été ces signes, 
ils auraient toujours donné, pour chaque objet du tableau. 
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une suite correspondant à un nombre écrit en chiffres, dans 
le système de la numération binaire. 

22. — Si on généralise le problème de telle sorte que 
chaque objet puisse ofDir, par rapport à chacpie colonne du 
tableau, trois manières d*ètre différentes, pour représenter, 
par une suite de signes, Fensemble des manières d'être d'un 
objet déterminé par rapport à toutes les colonnes du tableau, 
il faudra employer trois signes différents, correspondant aux 
trois manières d'être de l'objet par rapport à chaque colonne. 

On pourra prendre ces trois signes différents d'une manière 
tout à fait arbitraire ; mais, de quelque manière qu'on les 
choisisse, les suites de signes correspondant aux objets 
donnés pourront être regardées comme des nombres, écrits 
en chiffres, dans le système de numération dont la base 
est 3. 

Si chaque objet pouvait avoir, par rapport à chaque colonne 
4, 5, 6,. . . manières d'être différentes, on serait conduit, 
pour former les suites correspondant aux objets donnés, à 
employer 4, 5, 6, . . . signes différents, et les suites for- 
mées pourraient être regardées comme des nombres, écrits 
en chiffres, dans les systèmes de numération dont les bases 
respectives sont les nombres 4, 5, 6, . . . 

23. — 11 n'est pas malaisé d'imaginer, de bien des façons, 
des tableaux où chaque objet puisse avoir, par rapporta 
chaque colonne, plus de deux manières d'être différentes. 

Supposons, par exemple, que chaque colonne soit parta- 
gée, de haut en bas, en p parties. Un objet quelconque 
pourra présenter, par rapport à cette colonne, p + i ma- 
nières d'être différentes : ou il n'y figurera pas du tout, ou 
il figurera soit dans la première partie, soit dans la 
deuxième, . . . soit dans la p°^^. 

Supposons, pour donner un nouvel exemple, que les 
colonnes ne soient point divisées, mais que chaque objet 
puisse figurer jusqu'à p fois dans une même colonne. Un 
objet quelconque pourra avoir encore, par rapport à chaque 
colonne, p -|- i manières d'être différentes ; ou il n'y figu- 
rera pas, ou il y figurera une fois, deux fois, . . . p fois. 
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Dans chacun de ces exemples, on sera conduit à des 
suites qui pourront être regardées comme des nombres, 
écrits en chiffres, dans le système de numération dont la 
base estp + i. 

24. — On peut d'ailleurs former des tableaux qui con- 
duisent à des nombres exprimés à l'aide d'une base supé- 
rieure à 2, sans avoir recours aux procédés qui précèdent, 
c'est-à-dire sans partager aucune colonne en plusieurs 
parties, ni sans faire figurer plusieurs fois un même objet 
dans une môme colonne. 

Imaginons, par exemple, que l'on forme un tableau des 
26 lettres de notre alphabet, en convenant de donner à 
chaque lettre tantôt sa forme majuscule, tantôt sa forme 
minuscule. Évidemment, chaque lettre pourra présenter, par 
rapport à chaque colonne, trois manières d'être différentes : 
ou elle n'y figurera pas, ou elle y figurera sous sa forme ma- 
juscule, ou elle y figurera sous sa forme minuscule. Il faudra 
donc trois signes différents pour écrire les suites de signes 
correspondant à chaque lettre, et ces suites pourront ôtrp 
regardées comme des nombres, écrits en chiffres, dans le 
système de numération dont la base est 3. 

25. — Dans tous les cas, on le voit, on est ramené à des 
nombres, écrits en chiffres, dans un certain système de 
numération. A mesure que la base de ce système augmente, 
le nombre minimum des colonnes du tableau tend à dimi* 
nuer. Ce fait provient de ce que, dans un système donné, 
il faut d'autant moins de chiffres pour écrire tous les nombres 
inférieurs à une certaine limite, que ce système a plus de 
chiffres, c'est-à-dire que sa base est plus grande. En général, 
si l'on représente par n le nombre des objets donnés, par c 
le nombre des colonnes du tableau, et par p la base du sys- 
tème de numération auquel on est ramené, il faut et il suffit, 
pour que le tableau puisse être construit, que ces trois 
nombres n, c, ^ satisfassent à l'inégalité 

log n 



On tire de là c > 



log f>. ' 
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Le second membre de celle dernière inégalité est une 
limite inférieure de c, et Ton voit que cette limite est d'autant 
moindre que p est plus grand. 

QUESTIONS PROPOSÉES 



100. — On donne un triangle équilatéral ABC et une 
droite DE, parallèle au côté BG. Trouver sur la droite DE un 
point M tel que M A . MB' . M C = K, 

K étant un nombre donné, et A', B', G', étant les points où 
les droites MA, MB, MG rencontrent respectivement les 
côtés BG, AG, AB. (Lucien Lévy.) 

101. — Sur la bissectrice de Tangle droit d'un triangle ABG 
rectangle en A, on prend un point M. Soit D le point où la 
bissectrice rencontre l'hypoténuse, P la projection de M sur 
le côté AG. Déterminer le point M de façon que les aires des 
triangles BMD et MPG aient une somme donnée. 

(Lucien Lévy.) 

102. — On considère un point A, mobile sur un demi- 
cercle BAG, de centre 0, et les cercles inscrits aux triangles 
AOB, AOG. Trouver la position du point A pour laquelle les 
centres des cercles inscrits et le centre du cercle donné 
forment un triangle de périmètre donné. (G. L,) 

103. — On considère un triangle OPQ. Soit A un point 
pris sur PQ, A' le symétrique de A par rapport au milieu de 
PQ, A' le symétrique de A' par rapport au point 0. La 
droite AA" rencontre OP au point R. Démontrer que la mé- 
diane AS du triangle RAP est parallèle à QO. (G. L,) 



Le Rédacteur-Gérant, 
E. VAZEILLE. 
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NOTE DE GEOMETRIE RELATIVE A L'ELLIPSE 

Par M. €«• de Long^champs* 



1. — Nous nous proposons de montrer, dans cette petite 
note, comment on peut, par une construction qui nous paraît 
plus simple que celles qu'on emploie ordinairement, trouver 
le petit axe d'une ellipse connaissant un point de la courbe et le 
grand axe, en grandeur et en position. 

La construction dont nous voulons parler est une applica- 
tion nouvelle de la transformation réciproque que nous avons 
exposée l'année dernière, dans le Journal de Mathématiques 
spéciales. Mais nous tenons à faire remarquer que cette note 
n'exige, pour être comprise, que la notion élémentaire de 
la transformation réciproque et, qu'elle s'appuie uniquement 
sur la propriété fondamentale relative à la transformation 
de l'ellipse en droite, propriété qui a été démontrée par 
M. Lauvernay, dans ce journal (*). La construction que 
nous allons proposer pourrait donc être exposée en ne pre- 
nant pour base que des considérations élémentaires. 




Soit AA' le grand axe donné, et M un point de l'ellipse; 
joignons A'M et prolongeons cette droite jusqu'à ce qu'elle 
rencontre au point M' la perpendiculaire élevée au point A, 
à AM. Abaissons maintenant de ce point M' une perpendi- 

(*) Journal de Malhémaliques élémentaires, 1882, p. 8^. 

JODRNAL DE MATH. ÉLÉM» 1883. 9 
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culaire sur la droite A'A prolongée; nous obtenons ainsi 
une droite A, que nous allons considérer. 

On sait, par la propriété que nous venons de rappeler, 
que toute transversale, issue du point A', rencontre l'ellipse 
en un point fx, la droite A en un point \l\ ces points [x, jx' 
formant un segment de droite qui est vu, du point A, sous 
un angle droit. 

Cette remarque étant faite, prenons le point A" symétrique 
de A, par rapport à A, et sur A' A^ comme diamètre, décri- 
vons un demi-cercle qui rencontre A au point R; nous 
allons démontrer que A'R rencontre la perpeadicwlaire élevée 
au milieu de AA' en un point qui est préewément le som- 
met de l'ellipse proposée. 

En effet, les angles marqués a et a' sont égaux; il en est 
de même des angles p et p'; de plus a et p' sont des angles 
complémentaires. De là réaulte ce fait que a et p étant angles 
complémentaires, Tangle BAR est droit; le point B est donc 
le sommet de l'ellipse. 

2. — Si nous ne nous trompons, cette manière rapide de 
trouver le second axe d'une ellipse peut présenter quelque 
intérèt,parce qu'on rencontre, notamment dans la géométrie 




descriptive, un certain nombre de questions qui comportent 
une détermination immédiate et évidente de l'un des axes, 
mais qui offrent quelque résistance, quand on veut déter- 
miner l'autre axe. 
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Pour citer un exemple de ce que nous venons d'avancer, 
imaginons une demi-sphère reposant par son grand cercle 
de base sur le plan horizontal et cherchons l'ombre porlée 
sur le plan par un point lumineux placé en F. 

La construction indiquée par la figure ci-dessus montre 
que, pour des raisons faciles à donner, AA' est le grand axe 
de l'ellipse d'ombre, et que M est un point particulier de cette 
ellipse. On pourra donc appliquer à cette figure la construc- 
tion que nous venons d'indiquer plus haut et Tombre portée 
sera ainsi déterminée par ses axes, au moyen d'une cons- 
truction assez rapide. 



ÉTUDE SUR LE CERCLE DE BROCARD 

Par M. A» Morel. 

[Suite et fin; voir p. 10, 33, 62, 97 et 169). 



34. — Si des sommets k, B, G du triangle ABC, on abaisse 
des perpendiculaires respectivement sur les côtés B^Ci, CiA^, A^B^ 
du triangle AiB^Ci, ces perpendiculaires se coupent en un point 
Oj, qui est situé sur le cercle circonscrit au triangle ABC. 

Soit Oi le point de rencontre des perpendiculaires abais- 
sées respectivement de A sur B^G^ et de B sur A^Gj. L'angle 
de ces deux perpendiculaires est égal à l'angle Gj, et par 
suite à l'angle G. Donc les quatre points A,B,G, 0^ sont sur 
une même circonférence. 

De plus, si l'on joint le point 0^ au point G, la ligne 
ainsi menée fait avec la ligne AO^le môme angle que ferait 
la perpendiculaire menée du point G sur A^B^; de même, 
l'angle BO^G serait égal à l'angle de BO^ avec la perpendi- 
culaire menée du point G sur A^B^. Donc les trois perpen- 
diculaires se coupent en un même point, qui est bien situé 
sur la circonférence circonscrite au triangle ABG. 

35. — Il est facile de trouver la surface du triangle 
AiB^Gi, connaissant la surface du triangle ABG. 
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En efiFet, nous avons vu précédemment (7) que, en appe- 
lant î la distance ww', et d le diamètre du cercle circonscrit 
au triangle ABC, nous avions 

'28 

sin 26/1 — 3tg*e ' 
d'autre part, nous savons (H et 12) que le triangle wOcd' est 
isoscèle, et que Tangle en est égal à 26; le diamètre du 

cercle circonscrit est donc égal à — : r-. On a par suite, 

sin 26 ^ 

en appelant A et A^ les surfaces respectives des deux trian- 
gles ABC et AiBjCi, qui sont semblables : 

A \d sin 2Ô / ' 

A. I 

ce qui devient -— = — (i — 3tg'8). 

Abaissons du point K des perpendiculaires KP, KQ, KR 
sur les côtés du triangle ABC. Nous savons que Ton a 

KP = A,Mizz=— tge. 

2 

b c 

De même KQ = — tg6; KR = — tgO. 

2 2 

Donc on a 

tri. PKQ = -^ ab tg^Ô sin G = — A tg«ô. 

8 4 

On trouvera les mêmes valeurs pour les deux triangles 

QKR, RKP. Si donc nous appelons A, la surface du triangle 

PQR, nous avons A, = — Atg* ô. 

4 

Par suite A. + Aç = — A. 

4 

36. — Théorème. — Par le point K passent les trous 
transversales qui joignent' les sommets du triangle ABC avec les 
sommets du triangle formé par les tangentes menées par A,B,C, 
du cercle circonscrit. 

Nous avons vu, en effet, que si par les points B et A nous 
menons des droites faisant avec BA des angles égaux à 
l'angle G, ces droites rencontrent la ligne GKF en un point 
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Lj qui est le conjugué harmonique du point E par rapport 
aux points C et.F (le point F est le point où cette ligne 
rencontre le côté BA), et que le triangle BL,A étant isoscèle, 
la ligne qui joint le sommet au milieu de la base est per 
pendiculaire sur cette base. 




Mais les lignes BL, et AL3, d'après leur construction 
même, ne sont pas autre chose que les tangentes en B etÂ 
au cercle ABC ; si nous prolongeons ces tangentes et que 
nous prenions de même les points Lj et L^ où elles ren- 
contrent la tangente en C, nous verrons, par le même rai- 
sonnement que précédemment, que les lignes BL, et AL^ 
passent par le point K. De plus, nous voyons que, par exemple, 
les deux côtés AB, AG, la ligne AK et la ligne AL^ forment 
un faisceau harmonique, 

37. — Théorème. — Le point K est le centre d'un cercle 
qui coupe les côtés de ABC en des points diamétralement opposés. 
(En d'autres termes, par le point K passent trois droites égales 
ayant leur milieu en K.) 

D'après ce que nous avons dit de la détermination du 
point E, la ligne AE étant la médiane correspondant au 
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côté BG, c'est-à-dire étant le lieu des milieux des droites 
parallèles à BG, la ligne AE est le lieu des milieux des 
droites antiparallëles à BG et comprises dans Tangle BÂG. 




Si donc par le point K je mène une droite CB' antipa- 
rallMe à BG, elle sera divisée en deux parties égales par 
le point K; de plus, Tangle AG'K qu'elle fait avec le côté BA 
(en allant de B vers A) est égal à l'angle BGA. 

Si, de môme, par le point K je mène G'A' anliparallèle 
à AG, et rencontrant BA en G\ elle a aussi son milieu en K, 
et l'angle BG'K est égal à l'angle AGB. Donc le triangle 
KG'G' est isoscèle, et, par suite, la circonférence ayant pour 
centre le point K, et pour rayon KG', passe par les points 
de rencontre des côtés du triangle avec les droites antipa- 
rallèles aux autres côtés et passant par le point K. Ges droites 
sont donc bien égales, et sont des diamètres de ce cercle. 

38. — Théorème. — Les perpendiculaires abaissées des 
milieux des côtés du triangle A^BiGi sur les côtés du triangle 
ABG se coupent en un point qui n'est autre que le centre du 
çerck des neuf points du triangle ABG. 
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Nous avons vu (14) que les deux triangles ABC, AiBiCi 
ont le môme centre de gravité. Soit E ce centre de gravité 
commun. La ligne G^E rencontre A^Bi au point m,, et Ton a 

C,E __2_ 
EtTis I 

( Voir la figure au n^ S6.) 

Par conséquent, en appelant yi> e et (jlj les projections des 
trois points sur AB, nous avons aussi 

eus I ■ 

D'autre part, soit P le centre du cercle des neuf points 
du triangle ABC, on sait que les trois points 0, E, P sont 
en ligne droite, et que l'on a 

OE _2 
EP ~^ 1 • 

Or, la projection du point sur AB se confond avec le 
point Yi, qui lui-même est au milieu M3 de BG; il en résulte 
que là projection du point P se confond avec celle du 
point ma, ce qui exige que la perpendiculaire abaissée du 
milieu de Bfi^ sur le côté BG passe par le point P. 

Le théorème est donc démontré. 



Nous arrêterons ici celte étude, déjà bien longue. Notre 
but, en l'entreprenant, était seulement de faire connaître à 
nos lecteurs quelques-unes des propriétés de ce nouveau 
cercle lié au triangle ; nous avons pris les plus élémentaires 
et nous avons ainsi indiqué aux lecteurs français une figure 
déjà connue à l'étranger depuis 1877, époque oh. de pre- 
mières propositions sur la figure ont été signalées par notre 
camarade Brocard dans la Nouvelle Correspondance mathéma- 
tique. M. Brocard a continué les communications dans le 
Journal belge jusqu'en 1881, puis dans des journaux alle- 
mands, tels que le Zeitschrift fur math, und natur. Unter- 
richt, dirigé par M. Hoffmann. 

Gomme nous l'avons dit au début, M. Neuberg, dans le 
MathesiSj a proposé de donner au nouveau cercle le nom de 



200 JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

son inventeur, ce qui, à noire avis, présente deux avan- 
tages : d'abord, de conserver ses droits à M. Brocard, et, 
en outre, de ne rien préjuger sur les propriétés d'une figure. 
De nouvelles découvertes peuvent, en effet, rendre singulier 
un nom qui serait consacré par Tusage, et qui ne serait plus 
en accord avec les propriétés connues de la figure. 

C'est en particulier ce qui arrive, par exemple, pour le 
cercle que nous appelons le cercle des neuf points, et qui, 
en réalité, contient dix-huit points remarquables liés au 
triangle. Tandis que le nom de cercle de Feuerbachs que lui 
donnent les Allemands, du nom de celui qui leur a fait con- 
naître ce cercle, ne présente pas la même singularité cho- 
quante. 

Pour revenir au cercle qui nous intéresse, nous dirons 
que, dans Télude que nous venons d'en faire, nous nous 
sommes contenté de grouper, d'une manière aussi métho- 
dique que possible, et surtout de présenter très élémentaire- 
ment les propriétés à la fois les plus simples et les plus 
importantes de ce cercle. Si, le plus souvent, nous avons 
cherché des démonstrations purement sj^nthétiques, et à la 
portée de tous nos jeunes lecteurs de Mathématiques élémen- 
taires, nous n'avons aucun droit sur les propositions mêmes 
que nous avons exposées, comme pourrait le faire croire 
l'absence complète d'indications sur les auteurs de ces pro- 
positions. 

Nous nous sommes arrêté à la mesure qui consistait à ne 
nommer personne dans cette étude, à part M. Brocard, 
auquel revient le premier, de l'avis de tous, l'honneur de 
la découverte de ce cercle, précisément parce que, dans 
bien des cas, il peut être difficile de fixer bien exactement 
le nom de l'auteur véritable d'une découverte ; un auteur 
peut, de très bonne foi, trouver par lui-même un théorème, 
sans que pourtant on puisse, dans une publication, lui en 
attribuer la propriété, si ce théorème est déjà, connu, et 
publié à l'insu de ce géomètre. 

C'est en particulier ce qui nous est arrivé à propos de l'é- 
tude actuelle. Un théorème (20, 21 et 22) avait été proposé 
dans le Journal de Mathématiques spéciales; lorsque, dans le 
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cours de nos recherches, nous sommes arrivé à ce théorème, 
nous avons reconnu que la môme propriété avait été énon- 
cée d'une manière plus générale dans les Nouvelles Annales 
de Mathématiques, et avait été en outre reprise sous la même 
forme dans une étude sur le centre des médianes antiparal- 
lèles, publiée en 1881 dans le Mathesis. Il est bien certain, 
du reste, que le géomètre qui nous avait envoyé l'énoncé de 
cette question ignorait quelle eût été déjà proposée, et 
même résolue, ce qae nous ignorions nous-même à ce mo- 
ment. 

Nous croyons aujourd'hui devoir signaler les savants, 
tant français qu'étrangers qui se sont occupés de recher- 
ches sur la figure que nous avons présentée à nos lecteurs. 
Ce sont d'abord M. Brocard, capitaine du génie ; puis 
MM. Tarry, Neuberg, auxquels nous joindrons, en Allema- 
gne, les noms de MM. StoU, Kiehl et Fiilhmann, qui ont 
indiqué un certain nombre des propriétés non signalées par 
M. Brocard dans le mémoire qu'il a présenté à ce- sujet à 
l'Association française, au Congrès d'Alger. 

Gomme nous le disons plus haut, nous ne considérons pas 
cette étude comme complète, et nous signalerons à nos lec- 
teurs, en leur proposant comme questions à résoudre, quel- 
ques-unes des propriétés les plus intéressantes que nous 
rencontrerons au sujet du cercle de Brocard ; nous croyons 
qu'il y a encore des points intéressants à élucider à ce 
sujet. A. M. 

PROPOSITIONS 

RELATIVES AU CERCLE DE BROCARD 



Nous signalons à nos lectews, comme nous venons de Van- 
noncer dans V étude qae nous avons faite du cercle de Brocard, 
les propositions suivantes : 

1. — Le triangle ABC et le triangle A^B^Ci sont homolo- 
giques ; leur centre d'homologie est le point D ; leur axe 
d'homologie est une droite G^ qui est perpendiculaire à OD, 

JOUJUIAL DE HATH. ÉLilf. 1883 9. 
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2. — Soit Gj le point d'intersection du cercle de Brocard 
avec le cercle passant par les points A, B, ; de même Aj 
et Bj seront les points communs aux cercles de Brocard et 
aux cercles BCO, CAO. Les lignes A^Aj, B^Bg, GiG^ sont les 
médianes du triangle AjBiGi. Les triangles A^BiG^, A^Bfi^ 
sont donc homologiques ; leur centre d'homologie est le point 
E, centre de gravité du triangle ABG. L'axe d'homologie 
est une droite Gg, perpendiculaire à la ligne qui joint le 
point E au centre du cercle de Brocard. 

3. — Le triangle ABG et le triangle AgB^Gg sont homolo- 
giques ; leur centre d'homologie est le point K. 

4. — Les droites issues des sommets du triangle ABG, et 
faisant avec ses côtés, extérieurement, l'angle a, déterminent 
deux triangles T'^^, T^^, égaux entre eux et semblables au 
triangle donné. Les centres des cercles circonscrits à ces 
nouveaux triangles sont les symétriques des points (o et w 
par rapport au centre du cercle circonscrit au triangle 
primitif. 

5. — Les points segmentaires co et w' sont les centres 
des médianes antiparallèles des triangles T'^ et T"^* 

6. — Les parallèles menées par A, B, G aux côtés du 
triangle A^B^Gi se coupent au point N de rencontre de OD 
et du cercle circonscrit à ABG. 

7. — Les centres a^, p^, y^ des triangles circonscrits à wBC, 
(oGA, (oAB sont les sommets d'un triangle qui admet pour 
l'un des points segmentaires le centre du cercle circon- 
scrit à ABG. Il en est de même pour les centres a„ p,, y, 
des cercles circonscrits aux triangles w'BG, w'GA, w'AB. Les 
triangles aj^^Yi ^^ <^2P2Ï2 sont semblable^ au triangle ABG. 
De plus, les triangles aip^yi et cL^^^y^ sont homologiques, leur 
centre d'homologie étant le point 0. 

Tous ces énoncés nous ont été communiqués par M, BrocardL 
Nous publierons les solutions géométriques ou analytiques qui 
nous seront adressées, en donnant la préférence cependant aux 
solutions géométriques qui pourraient ainsi prendre place dans 
la partie élémentaire du Journal, partie qui contient l'étude du 
cercle de Brocard. . 
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CONCOURS GÉNÉRAL DE 1883 

Mathématiques élémentaires. 

Solution par M. Hadahard, élève au Lycée Louis-Ie-Grand 

(copie couronnée). 



On donne deux droites R et K, non situées dans un même plan 
et un plan P parallèle à ces deux droites. On considère tous 
les cercles qui ont pour centre le milieu de la perpendiculaire 
commune aux deux droites^ et dont la circonférence rencontre ces 
deux droites.'^ 

i^ Trouver le lieu de la projection d'un point A de Vespace 
sur le plan de ces cercles. 

%^ Si M, M' sont les points de rencontre du cercle avec les 
deux droites, la sphère qui a MW pour diamètre et la sphère,qui 
a le cercle pour grand cercle, se coupent suivant un cercle G. 
A ce cercle on mène aux points M, M' les tangentes MT, M'T'. 
Les plans RMT, R'M'T' se coupent suivant une droite SS', lieu 
de la trace de cette droite sur le plan P. 

3^ Si Von mène le diamètre du cercle G perpendiculaire à MM', 
quel est le lieu des extrémités de ce diamètre ? 

4^ Plus généralement, quel est le lieu des extrémités d'un dia- 
mètre du cercle G faisant avec MM' un angle donné a ? 

1° Soit LU la perpendiculaire commune (1), son milieu. 
Projetons en H,H', sur un plan mené par le point parallè- 
lement au plan P, les points M, M'. Les lieux des points H, H' 
sont respectivement les projections Oa;,Oir' des droites R,R'. 

D'ailleurs les rectangles MHOL, M'H'OL' montrent que 
MH = M'H', et par suite ces droites sont les côtés opposés 
d*un parallélogramme. Il en résulte que les droites MM", 
HH' ont même milieu I. Mais les triangles rectangles OMH, 
OM'H', égaux comme ayant l'hypoténuse égale et un côté 
de Taugle droit égal,montrent que le triangle HOH' est isos- 



(1) Le lecteur est prié de faire la figure. 
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cèle et par suite que la droite 01 est bissectrice de Tan- 
gle xOx. 

Le plan MOM' passe donc par Tune des deux bissectrices 
OI,Or de rangle xOx. 

Ce ^ fait que le plan MOM' passe tantôt par Tune de ces 
deux droites, tantôt par l'autre, tient à ce qu'il existe deux 
séries de cercles satisfaisant à l'énoncé. En effet, on peut 
obtenir les points M,M' en portant sur les deux droites deux 
distances LM = L'M'. Mais on peut à une mêrSie longueur LM 
portée dans un certain sens, faire correspondre deux lon- 
gueurs L'M' portées dans deux sens différents, ce qui donne 
deux cercles OMM'. 

Les considérations précédentes montrent immédiatement 
quel est le lieu de la projection a du point A. Il se compose 
de deux circonférences décrites dans des plans perpendicu- 
laires respectivement à 01 et OF et ayant respectivement 
pour diamètres les perpendiculaires abaissées du point A sur 
ces deux droites. 

2** On voit immédiatement que le cercle G est le cercle 
décrit sur MM' comme diamètre dans un plan perpendicu- 
laire à 01 (ou 01'). Par suite les tangentes MTjMT sont 
perpendiculaires au plan MOM', et l'on voit que la droite SS' 
n'est autre que la perpendiculaire à ce plan, inscrite entre, 
les deux droites R et R'. 

Projetons alors la figure sur le plan P. La projection ss' 

de SS' sera perpendiculaire à la trace du plan MOM', trace 

qui est parallèle à 01, puisque 01 est parallèle au plan P. 

Cette projection a donc une direction fixe. De plus^ si nous 

prenons pour les points S et S' servant à définir SS' ceux 

qui sont sur R et R', les points s et s seront respectivement 

sur deux droites fixes, savoir les projections r et r de R et 

de R'. D'ailleurs la trace h dont nous cherchons le lieu est 

sur SS et (à cause des triangles semblables hSs, hS's) la 

S's' 
divise dans le rapport -^ — , rapport qui est constant puisque 

les droites R et R' sont parallèles au plan P. Donc le lieu 
du point h est une droite passant par le point / oii se ren- 
contrent les projections r et r'. 
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On peut dire que ce lieu est la droite menée par le point Z, 
de façon que les sinus de ses angles avec r et r soient 
entre eux comme sS et s'S'. Car ces sinus sont dans le rap- 
port des perpendiculaires /ip, hq abaissées du point h sur r 
et r', perpendiculaires qui, à cause de Tégalité des angles 
s,s\ sont entre elles comme hs et hs' ,ou comme «S et sS'. 

A la seconde série de cercles Q correspond un second lieu 

du point ft, savoir une droile telle que le rapport des sinus 

Ss 
de ses angles avec les droites r et / soit aussi égal à ,^, , 

mais située dans l'angle des droites r et r où ne se trouve 
pas la première. Ces deux lieux sont, comme on te voit, con- 
jugués harmoniques par rapport à l'angle (r, r), 

La droite MM' se -trouve être définie absolument comme 
la droite ss\ et par suite le point m où «lie perce le plan P 
décrit la même droite Ih. 

Quant à la relation qui lie les points m et A, c'est 

Im . lh = const. 

En effet, je dis d'abord que celte relation existe quand le 
plan P contient la droite R'. 

Pour cela je mène par le point I une parallèle à ss'. Cette 
parallèle perce le plan P en un point S', situé sur la paral- 
lèle à 01 menée par le point s' et aussi sur la projection de 
MM', puisque le plan projetant de MM' et le plan S/IM' se 
confondent tous deux avec le plan perpendiculaire à 01 au 
point I. Cette même projection contiendra encore la projec- 
tion r de I. Or le triangle S^IM est rectangle, puisque SS' est 
perpendiculaire au plan MOM'. Il en résulte que le carré de 
ir, c'est-à-dire une constante, est égal au produit l'S^.TM', 
produit qui est proportionnel au produit L'S'.L'M', puisque 
les triangles rectangles L'M'I, S'M'Si ont un angle aigu cons- 
tamment égal au demi-angle des deux droites. 

La relation démontrée dans ce cas particulier subsiste 
généralement; car, les droites MM',LL',SS' étant parallèles 
à un même plan fixe, les segments de Ih sont proportionnels 
à ceux de R'. 

3® et 4® Si MjMi désigne le diamètre du cercle C faisant 
avec MM' l'angle a, on voit que le point M^ n'est autre que 
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le poiat M qui a tourné autour de 01 de l'angle a. Son liea 
n'est donc autre que la droite R qu'on aurait fait tourner de 
l'angle a autour de l'axe 01. 

Il y a, comme toujours, deux lieux; les premiers lieux 
sont les génératrices d'une surface de révolution d'axe 01; 
les seconds les génératrices d'une surface de révolution 
d'axe or. 



QUESTION 45 

Solution par M. Aubrt, élève au Lycée de Charleville. 



On considère un cercle G et deux rayons rectangulaires OA, 
OB ; les tangentes aux points A et B, supposées fixes, forment 
avec une troisième tangente mobile un triangle rectangle. On 
imagine le cercle circonscrit à ce triangle et Von propose de démon- 
trer que ce cercle est constamment tangent à un cercle fixe que 
l'on déterminera. (G. L.) 




Soit D le point de concours des tangentes en A et B. 
HIT la tangente mobile, L le centre du cercle A circonscrit 
au triangle IDH, K le symétrique de D par rapport à et 
enfin M le point d'intersection de KL et de A. 
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Si du point L nous abaissons la perpendiculaire LP sur 
la tangente KP au cercle C, nous aurons 

KL« = KP« + LP^ = (2R + — y + (2R — ~ y et, en 

développant, 

KL» = 4R» + 2R . DH + — 1- 4R« _ 2R . DI + i— 

4 4 

puis en remarquant que DH* -f" ^^^ = IH* = 4LI' 

KL* = 4R« + LM* 4- 2R(2R + DH — Dl) 

= 4R* + LM« + 2R[R + DH — (DI — R)]. 

Mais R + DH = BH = HT = HI + lA 

DI — R = lA 

d'oii, par soustraction, 

R j- DH — (DI — R) = HI = 2LM. 

L'égalilé précédente deviendra donc 

KL« = (KM + ML)* = (2R + LM)*, 

ce qui exige que KM = 2R. 

^ Le cercle A reste donc constamment tangent à un cercle 

de centre K et de rayon 2R. 

Remarque. — On pourrait chercher le lieu décrit par le 

point L. Ce lieu est facile à déterminer, car si nous tirons 

LD, nous aurons 

LK — LD = LM + KM — LD = 2R. 
Cette égalité montre que le lieu est une hyperbole ayant 
ses foyers en D et K, tangente au cercle G aux points d'in- 
tersection de KD avec ce cercle, et dont les asymptotes 
sont OA et OB. 

Nota. —La même question a été résolue par MM. Puig, à Marseille; 
Deville, à Lorîent. 



QUESTION 64 

Solution par M. Aubry, élève au Lycée de Charleville. 

On donne un demi-cercle, construit sur la droite PQ comme 
diamètre; soient K et B deux points pris sur la circonférence 
et tels que PA -|- QB = 2R ; les droites PB et QA se coupent en 
un poiîit G. 
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#• Démontrer que le triangle CPQ yy^ÂÎt de cette propriéié 
que TinKene de la hauteur relative à PQ est égal à la somme 
de* invenei d^i oltéi qui la compre'inent, 

^ Etablir que cette prjpriêté s'applique aussi au triangle 
CAB, en considérant la hauteur is-sue du point C. 

^ Étudier la variation de AB quand le point A e^^ supposé 
mobile sur la circonférence^ et montrer que cette longueur passe 
par un maximum relatif quand la figure PABQ est un demi- 
hexagone régulier. 

4^ Ayant projeté les points P. Q sur AB, on obtient deux 
points A', R. Onpropose d'établir la relation qui existe entre AB 
et A'F. (G. L.) 




1® Soit CD la hauteur du triangle PGQ relative au côté PQ. 
En égalant deux expressions de la surface de ce triangle, 
nous aurons PQ.GD == PA.GQ ; 

1 PQ 



d'oîi 



(i) 



CD PA.CQ 

Or les triangles PCA et BGQ, qui sont semblables, donnent 

la proportion 

de laquelle on déduit 



GP 
GQ 



PA 

BQ 



puis 



CP + GQ 
CP 

GP + CQ 
GP.GQ 



PA + BQ 
PA 

PA.GQ " 



" PA 

PQ 
PA.GQ 



(2) 
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Les égalités (1) et (2) montrent que 

I _ GP + GQ _ _i_ ■ I 
CP ~ GP.GQ ~ CP "^ CQ ■ 

2* Du point G abaissons la perpendiculaire CE sar ÂB ; de 
la similitude des triangles PCQ et ACB on déduit 

GK _ CA. 
CD ~ CP ♦ 
puis 



GP 



GK CA.GD 



+ 



GP / 
GA. \ 


I 
GP 


+ 


I 

GQ 


GP 









) 



GA ^ CQ.CA 
ou, en remarquant que 

GP CA I 



+ 



GQ GB ' GK CA ' GB • 

3® Le quadrilatère inscriptible PABQ donne 

PQ.AB = BP. AQ — AP.PQ 
ou, en posant PA = x et PQ . AB = m 

AB.2R = m = \/x (4R — a;)(4R* — x*) — os (2R — x). 

Apres avoir fait disparaître le radical et ordonné, il vient 
2x' (4R* — m) — 4Ra? (4R* — m) -)- m* = o. 

La condition de réalité de x est 

2W* + 4R*m — 1 6R* < o 
ou, m' et m" désignant les racines de ce trinôme, 

m'' <^ m "^ m' , 

Or m' = — 4R' ; m = 2R* et m ne peut être négatif; la 
condition devient donc m<2R*. 

Le maximum de m sera donc 2R* et alors AB = R, ar = R 
et PABQ est bien un demi-hexagone régulier. 

Ceci nous fait voir que, PA croissant de o à R, AB croît 
de o à R et que, PA continuant à croître jusqu'à 2R, 
AB diminue jusqu'à o. 

4^ Les triangles PAA' et PQB, QBB' et PQA étant sem- 
blables, nous aurons 

AA'.PQ = PA.BQ 
BB'.PQ = PA.BQ 
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PA.BQ 



AA' = BB' = 



2R 



A'B' — AB = AA' + BB' = 



PA.BQ 



AB et PA.BQ étant maximums tous deux pour PA =BQ 
= AB = R, A'B' sera maximum en même temps qu'eux. 
Alors A'B'= 2R, ce qui pouvait facilement se voir a priori. 

Nota. — La même question a été résolue par. M. A. de Kerdrel, à Kera- 
zoret. 



QUESTION 66 

Solution par M. Aubrt, élève au Lycée de Gharleville. 



On considère deux cercles A et A' se coupant orthogonalement. 
9n prend sur A un point quelconque A, et on mène par ce point 

à A une tangente qui 
rencontre A' aux 
points B et G; par 
ces points et par le 
point A', diamétrale- 
ment opposé à A, on 
fait passer une cir- 
conférence qui rencon- 
tre AÀ! en un point I. 
Trouver le lieu décrit 
par ce point, lieu qui 
est une circonférence. 
(G, L.) 
Soit K le milieu de 
BC; nous avons 
AA'.AI = AB.AG = AK« — GK^ 
Or le trapèze rectangle OO'EA donne la relation 
00» = AK« + OA* + O'K» — 2OA.OK ; 
d^où A A . O'K = AK« + 0A« + O'K» — 00'*. 

Mais par hypothèse 

00'* = 0A« + O'GS 
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de plus 0'K« = O'G» — GK» ; 

donc O0'« — O'K* == OA» + GK«. 

Comparant cette égalité à la précédente, il vient 
AA'.O'K = AK« — GK» = AA'.AI. 

Donc O'K = Al et la figure IAKO' est un rectangle. Le 
lieu du point I est donc la circonférence décrite sur 00' 
comme diamètre. 



QUESTION 77 

Solntloii par M. Yoignier, au Collège de Gommercy. 



Construire un triangle connaissant les deux côtés AB e^ AG, 
et la longueur de la partie de la Ussectrice de V angle BAG com- 
prise entre les deux hauteurs partant de B et de C, 
AG = 6 
BA = c 
MN=m. 
Les triangles sem- 
blables MAE et ADN 
donnent : 

AM _ AE _ c 

"an""^ ad ~T 

AM b 



AM — AN 
AM = 

AN = 



■ c — 6 
bm 



c-b' 
cm 




c-^b' 

• 

D'ailleurs on a 6 sin A = 



bm 



r- sin — 

c — b 2 

bm 



2p COS = 

2' C — 6 

•A ' m 

COS =^'.^, TV 

2 2(C — 0/ 



! 
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Connaissant cos — et par conséquent Tangle A , le 
triangle est déterminé. 

Nota. -— La môme question a été résolue par M. F. Taratte à Évreux. 



QUESTION 99 

Solution par M. P. Giat, élève au Lycée de Moulins. 



En appelant A, B, G fe^ angles d'un triangle et a un angle 

déterminé par la relation 

cotg a = cotg A + cotg B -|- cotg G, (1) 

démontrer que Von a 

sin^ A -j- sin^ B -f" sin^ G 

^ 2 5m A sin B sin G (sin* A + sin^ B -(- sin^ C) ' 

(Brocard.) 

I I '^-' tff" a 
On a cotg 2a = -— — = --2 — , (2) 

tg 2a 2tg a ^ 

Or la relation (1) nous donne : 

cosAsinBsinG+cosBsinGisinA + cosGsinAsinB 

cotg a = : — T — : — 5-T — 7^ 

^ , sin A sm B sin G 

et comme A + B + G — 180®, la relation précédente devient 

sin* A + sin B sin G cos A 

cotg a = : T : ^— : j^ . 

^ sin A sin B sm G 

Remplaçant cotg a par sa valeur dans l'égalité (2), il vient 

(sin* A -f- sin B sin G cos A)* — sin* A sin* B sin* C 

^ " 2sin A sin B sin G (sin* A -j- sin B sin G cos A) 

Il s'agit de démontrer d'abord que le numérateur est égal 

à — (sin* A + sin* B + sin* G), c'est-à-dire : 
2 

sin* A + 2sin* B sin* G cos* A -f- 4sin* A sin B sin G cos A 

— 2sin* A sin* B sin* G = sin* B -f- sin* C. 

On peut écrire ainsi : 

sin* A [i — (cos A — 2sin B sin G)*]= (sin* B — sin* G)* 

• =sin*(B+G)sin*(B— C) 

ou, comme sin A = si)i (B -J- G) 
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I ~ (cos A — 2siE B 3in C)' = sia» (B — C) 
I — cos' (B — C) = sin' (B — C), 
on arme à une identité. L'égalité (3) peut donc s'écrire : 

- sin* A -{- sin' B + sin' C 

cotg 2a — ^^.^ ^ ^^^ jj ^j^ ^ ^^.^j A + sin B sin C cos A)' 

Or il est facile de reconnaître que 
2sin* A + 2sin B sin C cos A = sin' A + sin* B +.sin' C. 

En effet, on peut écrire : 
sin' (B + C) — 2sin B sin C cos (B + C) = sin' B + sin* C, 
et si l'on développe le premier membre, il se réduit i 
sin' B -|- sin' G. 
T, , sin' A +■ sin* B + sin'C 

Donc C0tff2(I= — ; — : — T-= TT—. ■ . 

^ 2SinAsmBsinG (sin'A + sin'B + sin'C) 

c. Q, F. D. 



LA CHAISE DE LA MARIEE 

Parmi la multitude des démonstrations que l'on a données 
du carré de l'hypoténuse, nous croyons devoir reproduire la 
suivante, qui appartient au genre casse-tête. 

Nous construisons deux carrés égaux, dont chacun des 



côtés est égal à la somme des deux côtés de l'angle droit 
d'un triangle rectangle quelconque, et nous formons les 
fleures i et % Si de chacun de ces carrés égaux nous retran- 
chons quatre triangles égaux au triangle rectangle donné, il 
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reste d'une part le carré construit sur Thypoténuse, et d'autre 
part les deux carrés construits sur les autres côtés. 

La démonstration que nous venons de donner du théorème 
de Pjthagore sur le carré de Thypoténuse ne diffère pas 
essenliellement de la démonstration hindoue, connue sous 
le nom de la chattse de la petite mariée, que Ton rencontre 
dans Touvrage de Bhascara (Bija Ganita § i46). Après avoir 
tracé la figure qui n'est qu'une combinaison des deux pré- 
cédentes, l'auteur hindou se contente de dire : Voyez. Le 
numéro de janvier 1882 du The Mathematical MoffO^sine contient 
une variante de cette démonstration attribuée à Garfield, 
l'infortuné président des Étals-Unis assassiné Tannée pré- 
cédente. 



LE FOSSÉ DU CHAMP CARRÉ 

Un champ carré esl entouré d'un fossé dont la largeur 

est partout la même. On demande d'éta- 
blir un pont avec deux madriers dont la 
longueur est précisément égale à la lar- 
geur du fossé. La figure (3) représente 
un coin du champ avec la disposition 
des deux madriers. Quant à la démon- 
stration mathématique, elle résulte de 
l'inégalité suivantej 

2 \/2 < 3. 

et devient évidente si l'on suppose la largeur du fossé égale 
à trois unités. 

Cette devinette peut trouver son utilité en temps de 
guerre; nous avons déjà donné un autre exemple, dans 
notre premier volume, pour la traversée d'un régiment. 




DEVINER UN DOMINO PENSÉ 

Faites penser à une personne de la société un domino, 
ou mieux encore deux nombres égaux, ou inégaux, dans la 
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suite des dix nombres 

o, ï, 3, 3, 4, 5, 6, 7, 8, g. 

Vous pourrez, par une seule queaiion, deviner le domfno 
ou les deux nombre» pensés. CeLte devinette peut se pratiquer 
de bieik àes façons ; voici la plus simple : 

Tous faites doubler le premier point et ajouter le nombre 
qu'il vous plaira ; puis vous faites quintupler le résultat, et 
ajouter le second point. Alors demandez le total. 

Pour obtenir les deux numéros pensés, vous diminuez le 
total de cinq fois le nombre ajouté ; la différence obtenue 
est un nombre de deux chiffres dont le premier correspond 
au premier nombre pensé, et le second à Tautre point. 

En effet, si Ton désigne par x le premier point, par y le 
second, par a le nombre ajouté, les opérations successives 
sont représentées algébriquement par 

2X 

2X'{' a 
locc -f- 5a 

lOiT + 5a4- 2/ 
ei. si l'on retranche 5a du résultat, il reste lox-f- y. 

On peut deviner de la même manière trois chiffres pensés, 
en faisant effectuer successivement les opérations précé- 
dentes, puis les suivantes : 
Doubler le total et ajouter un nombre 6, 

20CC -f- loci + 6 + 21/; 
quintupler le résultat obtenu et ajouter le troisième chiffre 
pensé, loox-^- Soa-^-Sb +ioî/ + ^> 

demandez alors le résultat. Si vous en retranchez 

5o a -j- 56, 

il reste looa; + lot/ +^> 

c'est-à-dire le nombre du système décimal dont les centaines 
représentent le premier chiffre pensé, les dizaines le second 
et les unités le troisième. 

Il peut sembler curieux que, par une seule question, on 
puisse deviner trois nombres pensés, puisque l'on n'a qu'une 
seule équation pour trois inconnues. C'est un exemple des 
plus simples de l'analyse indéterminée : car l'équation ob- 
tenue n'a qu'une seule solution dans ce cas. Plus générale- 
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ment on pourra opérer dans un système de numération à 
base quelconque, ou même dans un système à bases mul- 
tiples, car, dans ces divers systèmes, un nombre quelconque 
ne peut être représenté que d'une seule manière par des 
chiffres, puis avec le même signe. 

(Extrait des Récréations mathématiques de M. E. Lucas, 2* v. 

GAUTmER ViLLARS, éditeur). 



QUESTIONS PROPOSÉES 



104. — On donne un cercle compris entre deux droites 
parallèles; on demande de mener à ce cercle une tangente 
telle que la partie de cette tangente comprise entre les 
deux parallèles ait une longueur donnée. 

105. — On donne deux parallèles MN, M'N', et un point P 
entre ces deux parallèles ; mener par le point P une droite 
rencontrant MN en œ, M'N' en y, de telle façon que Pas 
— Vy ait une longueur donnée c. 

108. — Deux cercles se coupent en A et B. On demande 
de mener par le point A une droite rencontrant l'un des 
cercles en x, l'autre en j/, de façon que, si l'on tire Bx et 
Bj/, on ait Ba?« + Bj/« = d\ 

107. '— On a deux droites rectangulaires AB et CD; sur 
AGB, on prend, de part et d'autre de G les longueurs GA 
= a, GB = 6 ; on demande de mener par le point G, dans l'angle 
BGD, une droite Cx de longueur c, telle que, si l'on abaisse 
la perpendiculaire xy sur GD, on ait 

Aœ» — Ba?« = xy^. 



Le Rédacteur-Gérant, 
E. VAZEILLE. 
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EXERCICES DIVERS DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

Par M. Emile liemoinef ancien éiè?e de l'École Polytechnique. 



Soit AGB un triangle^ K un point fixe sur AB. 
Je divise KB en S e^ CA en 
V de façon que Von ait : 

CV BS ,., 



VA 



Trouver le lieu du point 
d^intersection des droites CS, 
BV quand m varie. 

Soit I la position de V 

lorsquemprend la valeur -rrr* 

AK 

c'estrà-dire lorsque S est en c ' 

A. 

On a par défiai ion 

AK - lA • ^^' 

Multiplions membre à mem- 
bre (1) et (2) on a 

BA 

AK 
BA 




ou 



BS 



CV 

VA 
CV 

VA 



CI 
lA 
CI 
lA 



BS 
SK 
AK 
SK 



OS 
ou en multipliant les deux membres par -rrr; 

OS BA CV _ OS CI AK 
OC • "BS ■ VA ~ OC ■ lA • SK • • 
Le premier membre est l'unité, car il exprime que dans le 
triangle CAS les trois points V, 0, B sont en ligne droite ; le 
second membre, qui est aussi pa rcoiiséquent égal à l'unité, 

JOOENAI. DB HATH. ÉLiM. 1883. 10 
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exprime donc que dans le triangle CAS les trois points 0, 
K, I sont en ligne droite. 

Le lieu de est par suite KL 

Nous laissons au lecteur à démontrer que, quel que soit K, 
la droite Kl passe toujours par le point A' symétrique de A 
par rapport au milieu de BG. 

II 

« Si trois points A', B', G' pris respectivement sur les côtés 
BG, GA, AB d'un triangle, sont tels que Von ait 

a» + b« + c* == 2a . GA' + 2b . AB' + 2c . BG', 
les trois perpendiculaires menées en A! à GB, en B' à AC, en 
G à AB se coupent en un même point. 
Supposons que d'un point du plan d^un triangle ABC nous 

abaissions des perpeildiculaires sur 
les trois côtés ; appelons A', B',' G 
les pieds de ces perpendiculaires 
et joignons OG, OB, OA. 
Posons pour abréger récriture 
GA' = X, AB' = y, BG' = z 
OM = x\ OB' = j/', OG' = !s' 
les deux triangles rectangles 
A'OB, G'OB donnent 

ce'* -f (a — xy = z^-{' js'* 
G'OA, B'OA donnent a'* ^ (^ — zY = y^ + j/'« 
B'OG, A'OG — y' +(b— yy = x^ + x'^ 
Ajoutons ces tiois égalités nous avons 

a* + 6* '\' c* = 2ax +.26J/ + 2c 
ou a» 4- 6» + c« = 2a . GA' + 26 . AB' + 2c . BG' ; 
et comme la relation est du premier degré, la réciproque 
est vraie et le théorème est démontré. 
Getle relation entraîne évidemment 
2a . GA' + 2 6 . AB' + 2C . BG' = 2a . MB + 26 . B'G 

+ 2C . G'A. 

III 

Soit le point du plan du triangle ABC tel que les pa- 
rallèles menées par ce point aux trois côtés et limitées entre 
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ces côtés soient égales entre elles^ soit 1 cette longueur com- 
mune : 

Consti^uire un triangle connaissant la base BG, F angle opposé 
et la longueur 1, 

On démontre facilement le lemme suivant : 

Lemme. — Sur les côtés (Tun angle GÂB fixe je prends deux 
points G etB tels que 

AG ^ AB K 
K étant une ligne donnée; la droite GB passe par un point fioce L 
que Von obtient en projetant sur la bissectrice de Cangle GAB 
l'extrémité de la longueur AH = 2K, le point H étant pris sur 
l'un des côtés de Pangle donné. 
Il est facile de voir que Ton a 

. 2abc 

6c -f- «c -f- 6a 

et d en tirer -=- H = ; — . 

6 ' c al 

D'après le lemme précédent on peut donc trouver le point L; 
c'est-à-dire que la bissectrice AL est déterminée et Ton est 
ramené au célèbre problème de Pappus (généralisé pour un 
angle quelconque) : 

Par un point L pris sur la bissectrice d'un angle donnée mener 
une droite de longueur donnée et terminée aux côtés de V angle. 
. ,La discussion. du problème est intéressante. 

Ge qui précède inontre comment on recoudrait facilement 
le problème suivant : . -^ 

Construire un triangle connaissant la base, la somme ou la 
différence des deux autres côtés et la longueur 1. 

IV 

Étant donné un triangle ABG on prend 

sur AG (dans le sens GA) AK = m 

— — (dans le sens AG) AH = n 

— GB (dans le sens GB) BS = m 

— — (dans le sens BG) BR = n 

On joint KR, HS. Ces deux droites se coupent en M. 
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Le lieu de M est^ quels que soient m et n, une droite parallèle 
à la bissectrice de l'angle BGA et qui coupe AB au point symé- 

^ trique par rapport au milieu 

^ À de kB du pied de cette bissec- 

y\l trice. 

X /\ Lexnme. — Soit G^ fe 

H^^^^^ / \^ point symétrique par rapport 

V^ —"^^^^^^^ au milieu de AB du pied G' 

X y' I \--^^ ^ sur AB de la bissectrice de 

^ ^ * r angle G du triangle ABC; 

par Cl je mène une parallèle à cette bissectrice ; soit M un des 

points de cette parallèle; par tlje mène une parallèle à AG qui 

coupe GB en A^ et une parallèle à GB qui coupe AG en B^; la 

différence MB^ — MA^ est égale à la différence des côtés CB 

— GA. 

Réciproquement, si MB^ — MA^ = CB — CA, le point M ap- 
partient à la droite considérée. 

Je n'insiste pas sur ce lemme facile à démontrer. 
Revenons au problème proposé : 
Par M je mène une parallèle à GA qui coupe CB'en Ai 
_ -- GB — GA en Bi 

MAi SAi 



on a 



ou 



HG SG 

MAi m -^n -{- A^R 



ou 



6 — n a -{-m 

MAi _ KG 
AiR "" GR 

MA. 6 + m 
AiR a — n - 

a --^ n 



m + n + MAi 



d'oli 



MAi __ ' ' ^ 6+m 
b — n a + m 

(6 + m) (6 — /i) 



d'où MAi= , , . 

on aurait de même 
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^ m — n -{- a-\-b * 
d'oîi MBi — MAi = a — b. 

Le point M appartient donc, d'après le lemme, à la droite 
désignée par l'énoncé. 

Remarque I, — On trouverait facilement 

A,R = B,H = ^^- "^/^ - "^ 

a -f- -f- m — n 

Remarque II. — Ce lieu est remarquable parce qu'il semble 
au premier abord qu'il faudrait encore pour le déterminer 
une relation entre m et n. 

Si l'on joint par exemple KS et HR et que l'on appelle N 
leur intersection, il n'y a pas de lieu de N à moins que 
l'on ne donne une relation entre m et n. 

Soit m=:nj on verrait que le lieu de N est la droite 
perpendiculaire à la bissectrice de l'angle BCA et qui coupe 
CB au point D tel que GD = a -\- b. 

Soit m' + ^' = ^'? 1® li®^ 6st une parabole. 

Remarque III. — En opérant par rapport à chaque som- 
met de ABC comme nous venons d'opérer par rapport au 
pointe, nous. trouverons des points analogues au point M, qui 
seront par conséquent répartis sur trois droites. En nous 
reportant à l'étude que nous avons publiée au commence- 
ment de 1883 dans le Journal de Mathématiques spéciales sur 
de nouveaux points remarquables, etc., on verra facilement 
que ces trois droites se coupent au point que nous avons 
appelé (Oi et nous pouvons énoncer le théorème : 

Si Von 'prend sur chaque côté d'un triangle le point symé- 
trique par rapport au milieu de ce côté, du pied de la bis- 
sectrice tombant sur ce côté, et que par ce point on mène une 
parallèle à cette bissectrice, on a trois droites qui concourent en 
un point, par lequel passent également les trois droites qui joi- 
gnent un sommet au point de contact, sur le côté opposé à ce 
sommet, du cercle ex-inscrit qui touche ce côté entre les deux 
autres sommets. 

La remarque III peut se généraliser et l'on démontre en- 
core facilement le tiiéorème suivant : 
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Soient dam un triangle ABC les trois droites Aa, Bp, Gyse cou- 
pant en un même point ; soient a^, p^, y^ les symétriques de a, p, y 
par rapport aux milieux de BG, deAG, deAB. Les droites menées 
par a^, p^, Yi> parallèlement à Aa, Bp, Gy 5e coupent en un même 

point. 

(A suivre,) 



CONSIDERATIONS 

SUR LA PROJECTION OBLIQUE DU CERCLE 

Par M. A« «VuUien, professeur de scieDces à Sainte-Barbe. 



Dans un très grand nombre de questions telles que les 

sections planes des cylindres et des cônes, les ombres por- 
tées, les voûtes en 
stéréotomie, etc., on 
a immédiatement 
deux diamètres con- 
jugués d'une el- 
lipse. 

Nous nous pro- 
posons de montrer 
que, par des consi- 
dérations purement 
géométriques , en 
considérantrellipse 
comme étant la pro- 
jection oblique de 
Tombre portée d'un 
cercle, on est con- 
duit à la construc- 
tion connue pour la 

détermination des axes en direction, et à une construction 

nouvelle pour celle des sommets. 
Soit 0' (fig. 4) un cercle placé sur le plan vertical de 

projection, et tangent à la ligne d^ terre. Rappelons les con- 




Fig, 4, 
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structions par lesquelles on obtient l'ombre portée d'un tel 
cercle sur le plan horizontal, quand on Téclaire au moyen 
de rayons parallèles à une direction donnée OOi, Û'O'^. On 
sait que cette ombre portée, ou projection oblique, est une 
ellipse qui a pour centre 0^, qui est tangente à la ligne de 
terre en 0, et qui a pour diamètres conjugés la droite 0^0 et 
une parallèle O^E à la ligne de terre, égale au rayon du 
cercle. 

Pour avoir l'ombre portée d'un point quelconque m de la 
circonférence, on peut déterminer la trace horizontale Wi du 
rayon lumineux mnii, rnm\^ mené par m ; mais observons que, 
O^P étant la projection oblique de la droite O'P qui passe 
par m\ le point mi doit se trouver surO^P; observons, en 
outre, que les triangles 0^ 00', m^ mm sont semblables comme 
ayant un angle égal compris entre côtés proportionnels, et 
que, par suite, les 
droites Wim' et 0^0' 
sont parallèles. Si 
donc on prolonge 
O'm' jusqu'en P, et 
si on joint OiP, une 
parallèle à 0^0' me- 



I 



née par le point ni t L^- 



\ 




donnera m^ sur PO^. 

Chaque système 
de deux diamètres 
perpendiculaires du 
cercle fournit, en 
projection oblique, 
un système de deux 
diamètres conju- 
gués de l'ellipse. On 
aura les axes de la 
courbe, en déter- 
minant le système de deux diamètres du cercle qui se pro- 
jette suivant deux droites perpendiculaires. 

Décrivons un cercle f/îgf. i) qui passe par les deux points 
Oj, 0' et qui ait son centre C sur la ligne de terre ; P et Q 



Fig. %, 
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étant les points oli ce cercle et la ligne de terre se rencontrent, 
joignons les points 0^ et 0' aux points P et Q. Les angles 
PO'Q et POiQ sont droits comme inscrits dans une demi-cir- 
conférence ; par conséquent les axes de Tellipse sont les 
droites AA', BB', suivant lesquelles se projettent les dia- 
mètres 6N, FM du cercle. 

Actuellement, supposons qu'on nous donne deux diamètres 
conjugués 0^0 et 0|E d'une ellipse et proposons-nous de déter- 
miner ses axes en direction et en grandeur. 

Actes en direction. — Par le point 0, on mène une parallèle 
LT àO^E; on élève à LT une perpendiculaire 00' égale à 
OjE, puis on décrit un cercle ayant son centre sur LT et 
passant par 0^ et 0'. Les droites O^P et OiQ, qui vont du 
point Oi aux deux points P et Qi où le cercle coupe la ligne 
LT, donnent les directions des axes. Nous retrouvons ainsi 
la construction bien connue à laquelle conduit le théorème 
de Chastes sur les segments de la tangente parallèle à l'un 
des diamètres conjugués. 

Axes en grandeur. — On décrit le cercle 0* dont on aie centre 
et le rayon, on joint le point 0' aux points P et Q, puis on 
mène des parallèles à la droite 0^ 0' par les points où les 
droites O'P et O'A rencontrent la circonférence 0'. Ces 
parallèles coupent les axes en des points qui sont les som- 
mets. 

La construction que nous venons d'exposer et que nous 
fournit la considération de l'ellipse comme projection oblique 
du cercle, diffère essentiellement de celle qui est basée sur 
les théorèmes d'Apollonius. Elle présente, en outre, quelques 
avantages graphiques. On obtient, en effet, les quatre som- 
mets à la fois par des parallèles faciles à mener, tandis 
qu'autrement on a bien les axes en grandeur, mais il faut 
encore les diviser en deux parties égales, ce qui exige huit 
arcs de cercle, puis porter les demi-axes sur les directions 
précédemment déterminées. 

La construction suivante repose sur les mêmes considé- 
rations géométriques que celles qui précèdent, mais est 
plus avantageuse au point de vue graphique. 

Soient OA^ et OBi deux diamètres conjugués d'une ellipse 
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(fig. S). Décrivons un cercle ayant pour centre et OA^ pour 
rayon. Ce cercle peut être considéré comme étant situé sur 
l'un des plans de projection ; Tellipse devient alors sa pro- 
jection oblique, son ombre portée, sa perspective cava- 
lière, et notamment OB^ est la projection oblique du rayon 
OD perpendiculaire au diamètre Ok^ que nous prenons pour 
ligne de terre. 

Décrivons un cercle qui ait son centre G sur la ligne de 

terre et qui passe ^ 

par D et B,. Soient ''' ''3xr^'''^^^5^\ 

P et Q les points oii / /^\ \ -\ >s, 

ce cercle coupe la / / ^^^J^ — XV\^ 

liffne de terre. Ob- / . / ^-""'^ \î x^J^ — Vy 

servcms que l'angle 'i p^'*" 7f^ Jq/I î 

• droit PDQ se pro- \ a\T^ ^^^-At'"/^ / 

jetterait oblique- \^ >~^ ^^v/' / 

ment suivant un '\ \^^^ y^J^ 

angle droit PB^ Q et ^^-^.-Irrr^--^ ♦ 

que les diamètres i^'^9' ^') 

du cercle parallèles à PD etDQ auraient pour projections 
des diamètres de l'ellipse parallèles à PB^ et B^ Q et, par 
suite, perpendiculaires entre eux. 

Axes de Pellipse en direction. — On mène par le point 
des parallèles aux droites PB^, B^Q qu'il est d'ailleurs inu- 
tile de tracer sur l'épure. 

Sommets de r ellipse. — On détermine les points i, 2, 3, 4 
oîi la circonférence est rencontrée par des parallèles aux 
droites PD, DQ menées par son centre. Des parallèles à DB, 
passant par ces points rencontrent les axes de l'ellipse aux 

sommets. 

La considération du cercle dont une ellipse, donnée par 
deux diamètres conjugués, est la projection oblique, nous a 
conduit à la détermination des axes et des sommets. Elle 
permettrait de résoudre aussi facilement la plupart des pro- 
blèmes qui se rapportent à l'ellipse : tracé de la courbe par 
points, tangentes, intersections, segments ou secteurs dans 
un rapport donné. 

JOURtNAL DB JtAlB. tttu. 1883 10. 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 



QUESTION 86 

SolutioB par M. Naura, élève au Collège de Vitry-Ie-François, 



On considère deux droites rectangulaires A et A' et sur A on 
prend un point fixe P. Par ce point P on fait passer une trans- 
versale mobile 8 qui forme avec A et A' un triangle rectangle. 
Imaginons maintenant le cercle inscrit et soit A fe point de con- 
tact de ce cercle avec A' et B son point de contact avec 5. Dé- 
montrer que la droite AB passe par un point fixe. 
La droite AB coupe la bissectrice de l'angle G en M. Nous 

pouvons déterminer ce 
point A qui est indépen- 
dant de la direction de 
la droite 8. Menons les 
rayons de contact OK, 
OB et joignons MK. Les 
angles COP etMBP étant 
égaux comme ayant mê- 
mes mesures, car Tare 
intercepté par l'angle au 
centre COP est évidem- 
ment la moitié de l'arc 
AKB, le quadrilatère MBPO est inscriptible. Comme dans ce 
quadrilatère l'angle OBP est droit, il en est de même de 
l'angle OMP. M est donc la projection de P sur GO. Ge point 
étant indépendant de la position de 8, toutes les cordes 
AB y passent. 

Nota, — La même question a été résolue par M. Aubrjr, à Gharleville. 
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QUESTION 87 

flk>latioii par D. Bablon, élève au Collège d'fpinal. 



On considère une parabole P, et une droite A perpendiculaire 
à l'axe de cette parabole et située à une distance du sommet- S 
égale au double du para- 
mètre; une parallèle à 
Vaoce rencontre P au point 
A e< A au point B. Trou- 
ver le lieu du centre des 
cercles circonscrits au 
triangle SAB quand cette 
parallèle se déplace, (hi 
suppose pour bien fixe^^ 
la position de la droite 
A, que cette droite ren- 
contre réellement la pa- 
rabole. 

Le centre de la cir- 
conférence circonscrite 
au triangle SAB se 
trouve à la rencontre 
des perpendiculaires 
élevées aux milieux de 
deux côtés du triangle. 
Soient et 0' les points 
où ces perpendiculaires rencontrent Taxe de la parabole. 

Les deux triangles OMS et SBD donnent 

OS SM 




ou 



SB 

OS 
SB 



SD 
SB 

2 
2p 



P désignant le paramëlre de la parabole ; 
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^, SB" BD' + SD' BD' + 4P* 

ou os = = = -• 

4^ 4P 4P 

Mais BD" = AA'*= 2p.k^S 

d'après la formule de la parabole ; donc 

Qg^_2£^M±4Pl^ . Ai 

4P '^ ' 2 

Mais, d'autre part, 

AB 2p — SA* 

SO' = SD- 0'D= 21)— -^^=2p- ^ * 



2 "^ 2 

ou SO' = p + ^^ ; 
donc SO = SO' = p H ^— . 

^ 2 

Le centre de la circonférence circonscrite à SAB est donc 
sur Taxe. L'axe est donc le lieu cherché. 

Nota. — La même question a été résolue par MM. de Kerdrel, à Kéru- 
zoret ; Taratte, à Évreux . 



QUESTION 91 

Stolution par M. Ferdinand Taratte, élève au Lycée d'Évreux. 



On considère des paraboles P ayant pour sommet un point 
fiœe et passant aussi par un autre point fixe A. 1^ Les 
tangentes à P aux points et k se coupent en un point I, 
trouver le lieu de ce point; 2° la tangente au point A et Vaxe 
de la parabole se coupent en un point I', trouver le lieu de ce 
point. On déterminera ces deux lieux par des considérations 
purement géométriques. (École centrale, 1879.) 

1® On sait que I est le milieu de AI'. Donc si par ce point 
je mène une parallèle à Taxe, elle passera par I, milieu de 
AO, et on voit que le lieu de I est la circonférence décrite 
sur OE comme diamètre. 

2** Par r je mène une parallèle à la tangente en et je 
prolonge AO, en F, j'aurai AO, = FO car AI = IF : donc le 
lieu du point V est une circonférence décrite sur FO = AO 
comme diamètre. 
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Nota. — Ont résolu la même question : AIM. Giat, Julien Sauve, k Mou- 
lins; Naura, à Vitry-le-François ; Gindre, à Pontarlier; Joseph Taratte^à Saint- 
Louis; Berdon, Hugon, à Gluny; de Kerdrel, à Kéruzoret; Bablon, à Ëpinàl; 
Aubry, à Gharleville; J. Slabochevitsch, à Saint-Pétersbourg. 



QUESTION 92 

liolntloii par H. Naura, élève an Collège de Vitry-le-François 



Déterminer les côtés d'un triangle connaissant a et sachant 
que a, b, c 6^ ha sont en progression géométrique (ha est la 
hauteur abaissée sur di). 

De la progression géométrique on déduit 

b^ = ac {{) 

et ' bc = aha. (2) 

La dernière relation prouve que le triangle est rectangle, 
on a donc 6» -f" c" = a', (3) 

De (1) et (3) on déduit 

c« -j- oc — a^ = Oy 

d'où c = -i (/r=7) 

après avoir rejeté la racine négative 

et ' 6=^/^ = al/" v/5-i . 

Nota. — Ont résolu la même question MU. de Kerdrel^à Kéruzoret; F. Ta- 
ratte, à Ëvreux. 



QUESTION 93 

SUilntion par M. Akaurt de Kerdrei. 



Construire un triangle ABC connaissant la différence des 
angles B et G et les portions de la bissectrice intérieure de l'angle 
A et de la bissectrice extérieure du même angle comprises entre les 
hauteurs partant de B et de G, 
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Supposons le problème résolu; soit H le point de con- 
cours des hauteurs; DE, D'E' les deux portions de bissectri- 
ces. Les deux triangles HDE, BB'E' sont isoscèles, car 

DEH = EDH = 9o — A 

2 

HD'E' = HB'D' = A . 




Soient G et G' les milieux de DE et de D'E', les triangles 
HD'G', HDG sont semblables et 

D^E^ 
HG 2 



DE 



2 



d'oîi 



HGXHG = 



HG' 



DE X DE' 



Le produit GA X GH est donc connu. D'ailleurs, l'angle 
GAH, angle de la bissectrice et de la hauteur, est égal à la 
demi-différence des angles à la base. On est donc ramené 
à construire le triangle rectangle AGH, dans lequel on con- 
naît les angles et le produit des côtés de l'angle droit ; 
ce problème se résout facilement, car 

GA X GH _ / DE \ / D'E^ \ 
a \2Sina/ \2C0Sa/ 



AH« 



sin a cos 
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AH se construira donc par une moyenne proportionnelle ; 
le triangle étant connu, le reste de la construction s'achèvera 
aisément. ^ 

Nota. -^ La même question a été résolue par M. F. Taratte, élève au lycée 
d'Ë?reux. 



QUESTION 97 

Solatton par M. F. Taratte, élève au lycée d'Évreax. 



Dans un cercle dont le centre est o, on mène deux diamètres 
rectangulaires AB et CD ; on demande de mener par le "point A 
une corde Ay qui coupe la ligne Go au 
point xetla circonférence au point y, de 
manière que Von ait Ax.ox = Gx.xy 

(Reidt.) 

Soit Ai/ la corde demandée. J'aurai 

kx xy 

Qœ ox ' 
Ay _ gy 
ko ox 



alors 



d'où 




ou encore 



ox xy ^ 

Tô ""Ay ' 
mais dans les deux triangles rectangles kxo et kyB j'ai 

ox j/B 

Ao ky 
donc xy = j/B, et par suite yasB vaut 45®. Le triangle AccB 
étant aussi isoscèle, il en résulte que Tangle j/AB vaut la 
moitié de 45°, et par suite le point y est le milieu de Tare 
BG. 

Nota. — La même question a été résolue par MM. Youssouiian, à Gon- 
stantinople; Gaitucoli,à Draguignan; Naura, à Yitry-le-François ; Yoignier, à 
Gommercy. 
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EXAMENS ORAUX DE L'ÉCOLE FORESTIÈRE (1883) 



ce 
Étant donné tg — =6, calculer sin x et cos x ; dire 

à priori combien on trouvera de valeurs pour sin x et pour 
cos X. 

— Déterminer la plus petite valeur que pourra prendre 
Texpression (x — 0* + (^^ +0'' 

— Étudier les variations de la fonction 

as* + g; "{" i 

^~ x^+ I 
lorsque x varie de — oo à + ^ • Construire la courbe re- 
présentative de cette variation. 

— On donne deux axes rectangulaires Ox et Oy, et sur 
Ox un point F d'abscisse a ; ce point est le foyer d'une para- 
bole dont Oy est la directrice; trouver l'équation de la 
parabole, son intersection avec une parallèle à l'axe, et la 
tangente au point trouvé. 

— On donne un plan incliné ; en un point A de ce plan, 
une tige fixeÂB perpendiculaire au plan. Un fil attaché en 
B est fixé, h son autre extrémité, à la surface d'une sphère. 
On demande quelle doit être la position de la sphère sur le 
plan pour qu'il y ait équilibre. Trouver la tension du fil. 

— Un mobile se meut sur une droite AB, et est constam- 
ment attiré par un point I suivant une force mesurée par 
la distance du point I au mobile. Gomment pourra-t-on 
évaluer le travail de la force? 

— On donne deux axes rectangulaires; on prend une 
droite OID, dont I est le milieu ; sur Oy, on prend OB = 01; 
trouver les équations des médianes du triangle BID. 

— Former l'équation du troisième degré qui admet pour 
racines 2, 4 et 8. 

— On donne deux axes rectangulaires Ox et Oy; on de- 
mande l'équation du cercle de rayon R tangent à Oy, et 
ayant son centre sur Ox. On prolonge toutes les droites 
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issues de 0, telles que OM d'une quantité constante MB = R; 
trouver le lieu décrit par le point B. 

— Calculer la vitesse d'un mouvement, sachant que l'es- 
pace est donné par la formule 

e = a sint. 

— -Trouver le rectangle de périmètre maximum ou mini- 
mum inscrit dans un demi-cercle. 

— Rendre calculable par logarithmes l'expression 

I 4" cos X + cos 20? + • • • + cos nx. 

— On a une droite de longueur constante dont les extré- 
mités s'appuient sur deux droites rectangulaires; par les 
extrémités on mène des perpendiculaires aux axes. Trouver 
l'équation du lieu du point de rencontre de ceâ perpendi- 
culaires. 



EXAMENS ORAUX DE L'ÉCOLE NAVALE (1883) 



Construire x -\- y = a; x^ -f- j^* = m*. 

— Centre de gravité du tronc de pyramide triangulaire, ou 
du tronc de cône à bases parallèles. 

— Étant donnés deux points A etB d'un plan, et un certain 
nombre de forces dans ce plan, soit m* la somme des moments 
par rapport à A, K' la somme des moments par rapport à B: 
la somme des projections des forces sur AB est nulle. Que 
peut-on en conclure? 

— Lorsque des forces situées dans un plan sont telles 
que la somme de leurs moments, prise par rapport à trois 
points du plan est nulle pour chaque point, il y a équilibre. 

— Trouver l'angle de la ligne de terre et d'un plan dont 
les traces sont en ligne droite. 

— Soit BD une droite donnée; on prend un point C sur 
cette droite; surBG comme côté on construit un triangle équi- 
latéral; sur CD on construit un carré. Trouver la position du 
point C pour laquelle la somme des surfaces de ces deux poly- 
gones est minima* 

— On donne une série de forces dans un plan, et deux 
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points du plan. La somme des moments par rapport à chaque 
point est nulle, et il en est de même de la somme des projec- 
tions des forces sur la droite qui joint les points. Que doit- 
on en conclure? * 

— Trouver le reste de la division du polygone entier f (x) 
par (x — a) (x — p) sans effectuer la division. Appliquer 
au cas suivant 

/• (x) = 5aî« -f 205* — 6x« — 8x2 + 3a3 — 5 ; 
(x — a) (a? — P) = ce' -|- 405 — 21. 

— Dans un triangle équilatéral de côté a, inscrire un autre 
triangle équilatéral de côté m. 

— Inscrire dans un cercle donné un triangle isoscèle de 
telle sorte que le volume qu'il engendre en tournant autour 
de sa base soit maximum. 

— Lieu des pôles des grands cercles qui font un angle 
donné avec un grand cercle donné. 

— Mener par un point pris sur une sphère un grand cercle 
tangent à un petit cercle donné. 

— De combien de manières peut-on décomposer un nombre 

en un produit de deux facteurs? — En un produit de deux 

facteurs premiers entre eux? 

' — Résoudre 

m sin (a -f- ce) = p sin (6 — ce). 

— Quelles conditions doivent remplir les termes de la frac- 
tion -, pour que sa racine à moins de -r près soit -7-? 

— Résoudre Téquation ace' -[- ^^ + ^ = o> ^n considérant 
tcc -|- c comme les deux premiers termes d'un carré. 

— On donne la série 

I, 3, 6, 10, i5, 21, 28, 36. . . . 
Trouver la somme des n premiers termes. 

— Couper une sphère par un plan de façon que le cône, 
ayant pour sommet le centre de la sphère et pour base la 
section, ait le même volume que le segment sphérique de 
même base. 

— Démontrer que les volumes de deux pyramides qui 
ont un angle solide commun sont entre eux comme les pro- 
duits des trois arêtes de cet angle solide. 
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— Rendre calculable par logarithmes séc a — séc b. 

— Inscrire dans un demi-cercle un rectangle de périmètre 

donné. 

— Étant donné un rectangle, former avec ce rectangle 
une boîte ouverte de volume maximum, en enlevant des 
carrés égaux aux quatre angles, et relevant les petits rec- 
tangles ainsi déterminés. 

— Construire les lignes œ et y, sachant que Ton a 

— On donne un triangle; déterminer un point sur la 
base, tel que, si Ton mène par ce point des parallèles aux 
deux côtés, le parallélogramme ainsi formé ait une aire équi- 
valente à la moitié du triangle donné. 

— On donne dans un plan deux points A et B, et une 
série de forces. La somme des moments par rapport à A et 
àB a pour valeur K" pour chacun des points; la somme 
des projections sur AB est égale à w. Que peut-on conclure 
de ces données? 

— Parmi tous les rectangles de même surface, quel est 
celui qui est inscrit dans le plus petit cercle? 

— Parmi tous les cylindres de même volume, quel est 
celui qui est inscrit dans la plus petite sphère? 

— Résoudre tg x = cos x. 

/Y» 

— Variations de la fonction y = , ' , 

sin œ 

— Trouver sur la sphère le lieu des points également 
distants de deux grands cercles donnés. 

— Quelle est la condition pour que trois nombres donnés 
soient les termes de rangs m, n, p d'une progression géomé- 
trique? 

— Construire un triangle connaissant a, ha et6* + c* = m*. 

— Construire — = -7--. 

c 6' 

— Rendre calculable par logarithmes 

y = m sin a -\- n cos a. 

— Mener dans un cercle une corde telle que la somme de 
cette corde et de sa dislance au centre soit maxima. 
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— Rendre calculable par logarithmes Texpression 

cos a = cos b CCS c -[- sin 6 sin c cos A. 

— On donne le demi-cercle AOB, et le point G tel que OC 
= a; ce point est sur le diamètre AB. Mener la droite CD 
telle que les volumes engendrés par les contours mixtilignes 
AMDG et GDMB en tournant autour de AB soient égaux. 

— Deux circonférences se coupent ; par le point commun 
B, on mène une sécante GBD. Trouver le produit BG X BD. 
Discussion. 

— On donne une sphère. Girconscrire à cette sphère nn 
cône tel que sa surface latérale soit à la surface de la zone 
interceptée, dans un rapport donné. 

— Lieu géométrique des pôles des grands cercles tan- 
gents à un petit cercle donné. 

— Deux courriers partent des points A et B, distants de 
I o5 kilomètres ; en allant à la rencontre l'un de Tautre, ils 
se rencontrent au bout de 6 heures; s'ils avaient marché dans 
le même sens, ils se seraient rencontrés au bout de 3 9 heures. 
Trouver la vitesse de chaque mobile. 

— Inscrire dans une sphère le cône de surface totale — 
ou de volume — maximum. 

— Maximum ou minimum de xp A . 

— Étant donné un triangle ABG, trouver sur la base un 
point M tel que, menant par ce point les parallèles MD, 
ME à AB et AG, on ait 

S . BME __ m^ 

S . GMD ~ n • 
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AGREGATION DE L'ENSEIGNEMENT SPECIAL 

CONCOURS DE 1883 



COS 2a 



Algèbre et Trigonométrie. 

Vérifier Tégalité 

I — ÛC* 

; =1+203 COS X + 2X^ 

1 — 2X COS a + ^ 

+ 2X' COS 3a 4" . . . 
Employer la série pour calculer la valeur du premier 
membre en faisant 

X = 0,127; a = 6^ 
Combien de termes faut-il prendre pour que Terreur com- 
mise en négligeant les termes suivants soit moindre que 
0,001. 

Géométrie descriptive. 

Étant donné un cône à base elliptique, et un point pris 
sur le plan de la base à l'intérieur de l'ellipse, couper ce 
cône par un plan suivant une courbe ayant son centre en 
ce point. 

On construira la projection de cette courbe sur le plan 
de la base. 

Mécanique. 

Expression du travail moteur nécessaire pour entretenir 
le mouvement d'un convoi, à une vitesse donnée, sur un 
chemin de fer rectiligne de pente donnée, 

ÉPREUVES PRATIQUES 
Géométrie descriptive (durée 3 heures i/2). 

Faire la perspective d'une voûte d'arêtes. 

On prendra pour pian du tableau la face antérieure; le 
point de vue est situé sur Taxe vertical de l'appareil, à une 
hauteur convenable, et le point de distance est pris à volonté. 
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Calcul topographique (durée 3 heures). 

Un observateur, pour déterminer sa position D sur le 
terrain dont il a la carte, a mesuré les différences d'azimuth 
de trois points A, B, G, marqués sur la carte. Les coordon- 
nées de ces points, relevées sur la carte, sont 
A dist. à la mérid. 200 dist. à la perp. 600 

B — 65o -^ 700 

G — 900 — 400 

Les angles mesurés en D, sont 

ADB = SS*» 2', I ; 
BDG = 56« 18', 6. 
On demande les coordonnées du point D. 

Mécanique. 

Lever de machine à l'usine (durée 4 heures). 
Rendu à la salle de dessin (durée 3 heures). 



QUESTIONS PROPOSEES 



108. — On considère un angle droit yox, et un cercle A 
inscrit dans cet angle. Par le point 0, on mène une trans- 
versale 8, qui rencontre A aux points A et B; on projette 
alors les points A et B sur ox, en A' et B', puis sur oy, en 
A' et B''. Ceci fait, sur A'B' on décrit un demi-cercle A', et 
sur A'B' un demi-cercle A", et par le point 0, on mène à A' 
une tangente oP, et à A'' une tangente oQ; enfin, on rabat oP 
sur ox, en oF ; et oQ sur oj/, en oQ\ Les parallèles aux 
droites ox et oy menées par les points Q' .et P' se coupent en 
un point I, dont on demande le lieu lorsque S tourne autour 
du point 0. - . (G. L.) 

109. — On considère une suite de termes 

%> Wji, Wa, U^ ... î/an-i, U^n 

qui jouissent de cette propriété que^si Ton considère quatre 
termes consécutifs dans cette suite, le produit des extrêmes 
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soit égal au produit des moyens. On donne les trois pre- 
miers termes w^, u^, u^, et Ton demande de trouver la somme 
S2» des 2n premiers termes. On supposera que w, est un 
nombre différent de u^. (G. L.) 

110. — Soient u^, Uj, Wg . . . w„ des nombres tels que l'un 
quelconque d'entre eux soit égal au produit des deux nom- 
bres précédents. Démontrer que, en désignant par Pn le 
produit de ces nombres, on a 

les nombres % et u^ sont supposés quelconques. (G*L.) 

111. ~ On considère un angle droit yOx, et un point 
A dans l'intérieur de cet angle ; par le point A passent 
deux cercles A et S tangents aux droites Ox et Oy ; soient P,Q 
leurs points de contact avec Ox ; R, S leurs points de con- 
tact avec Oy. — 1® Démontrer que les cercles APQ, ARS sont 
tangents au point A; — ^ démontrer qu'ils sont égaux; — 
3^ reconnaître que ces cercles sont vus du point 0, l'un et 
l'autre, sous un angle droit ; — 4® la droite OA rencontre 
le cercle 8 en un point B, différent de Aj par B passent deux 
cercles inscrits dans l'angle yOxy savoir S et une autre 
circonférence 8'. Démontrer que le cercle S est moyen 
géométrique entre o' et A ; — S® du cercle A, on peut dé- 
duire par la construction citée plus haut une infinité de 
cercles A^, A^, . .. inscrits dans l'angle yOx, et dont les rayons, 
d'après la remarque 4, sont en progression géométrique. 
A ces cercles A^, Aj... correspondent des cercles tels que 
les cercles APQ, définis tout à l'heure. On obtient ainsi une 
infinité de cercles Ui, Uj et l'on propose de démontrer que 
les rayons de ces cercles sont aussi les termes d'une pro- 
gression géométrique. (G. L.) 

112. — On considère deux cercles concentriques A et A', 
ayant pour centre commun OT On mène une tangente AB 
à A', rencontrant A en A et B, et touchant A' en 0. Un dia- 
mètre rencontre A en G et D, et A' en G' et D'. On mène OG' 
et OD' ; ces lignes rencontrent AG aux points I, T, et BD 
en r, r. 10 Ghacun des points I, T, l\ Y' décrit un cercle 
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quand CD tourne autour de 0' ; — ^ le milieu de AG coïn- 
cide avec le milieu de IF ; — 3° les triangles lOF, rOF'' 
sont équivalents; — 4® le maximum de la surface de ce 
triangle a lieu quand CD est parallèle à AB ; — S*^ les 
points 1, 1/ F, F' sont sur un cercle concentrique à A. Ce 
cercle est maximum quand CD est parallèle à AB. 

(G. L.) 

113. — On considère un cercle C, et un point P dans son 
plan. Soit A une droite partant de P, et rencontrant C aux 
points A et B ; on mène les tangentes à G en ces points, et 
Ton prend le point Q symétrique de P par rapport au milieu 
de AB. Démontrer que étant le centre de G, la perpendi- 
culaire élevée à la droite OQ au point Q est partagée par ce 
point et les tangentes citées plus haut en deux parties égales. 

(G. L.) 



Le Rédacteur-Gérant, 
E. VAZEILLE. 
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i 

EXERCICES DIVERS DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

Par M. Emile l4eiiioine9 aneien éiè?e de TËcoIe Polytechnique. 

(Suite, voir page 217.) 



On a un triangle ÂBG et un point M dans son plan; on mène 
par M une sécante qui coupe respectivement les côtés BG, AC, 
AB en A', B', G'; soient a, p, y l^s symétriques de A', B', G' par 
rapport à M. Démontrer que les trois droites Aa, Bp, Gy se 
coupent au même point. 

Soient a^, 61, c^ les points où Aa, Bp, Cy coupent les côtés 
BU, AC, AB ; soient a, 6, c les longueurs de ces côtés. 
Les triangles B'GA', G'BA' coupés par la transversale Aa 

aB' AG a^A! 



donnent 



aA' ' AB' • a fi 
dM AG' o^B 



aG' AB a^A! 
ou en multipliant membre à membre et réduisant 

' _aBl ± ^ jOiB _ 
aG' * c ' AB' ' afi ~ ^ ' 

BA' bfi 



on a de même 




pc 


c 


W 


a 


yA' 


a 


yB' 


"b 



BG' ' 61A 
GB' Cl A 









GA' CiB 
multipliant membre à membre en remarquant : 

1® Que le produit des trois premières fractions est identi- 
quement l'unité puisque (à cause de la symétrie par rapport 
à M des points A' et a, B' et p. G' et y) Ton a 

aB' = PA', pG' = B'y, Y^' = aG' ; 
2® Que le produit des trois deuxièmes fractions est Tunité 
identiquement; 
3^ Que le produit des trois troisièmes fractions est aussi 
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runité, puis queles trois points A^ B', G' sont en ligne droite ; 
il reste "^^ ^'^ '^^ 



afi ' b^k 
Ce qu'il fallait démontrer. 



CiB 



I . 



VI 



D'un point K appartenant à Vaxe radical de deux circonfé- 
rences de centres et 0' je mène deux tangentes KA, KA' à ces 
circonférences j A et A' étant respectivement les points de contact 
sur et sur 0\ Les droites OA, O'A' se coupent en M. Trouver 
le lieu de M quand K parcourt Vaxe radical. 

Les deux triangles rectangles KMA, KMA' sont égaux, puis- 
qu'ils ont rhypoténuse KM commune, et que les côtés KA 
et YA! sont égaux comme tangentes partant de Taxe radical; 
donc MA = MA', 

alors MO — MO' = OA — OA' = constante. 

Le lieu de M est donc Thyperbole qui a pour foyers G 
et 0^ et dont Taxe transverse a pour longueur la différence 
des rayons de deux circonférences. 

VII 

Par un point du plan du triangle ABC je mène les droites 

AfcAc, BcBa, GbCa respective- 
ment parallèles à CB, GA, AB 
et terminées aux côtés du trian- 
gle. 

Déterminer le point • de 
façon que la somme 

soit minima. 

Supposons que Ac A^ ait 
une longueur p. Cherchons 
sur AcAftle point tel que 

la somme Ga C^ ^ + BaBc ^ soit 
minima. 




Soit 



BaB, ^ g, 
GaGb = r, 
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il est facile de démontrer la relation très connue 

AçAft BgBç CgCft 

BC "^ AG "^ AB ■~'^' 

On a donc -r H = 

oc a 

et 9» 4- r» = K* ; 

d'oîi 



/ r y 6* + c* / r\2a — p ^, (2a — p)" 

\T/ ~T^ ^ W~""^ï ' a^ 



= o. 



V 

La condition de réalité de — donne 

c 



^^ ^ b'cH2a - p) 



d'oh le minimum de K' est 

6^c«(2a — p) 

A cette valeur correspondent pour g et r les valeurs 

(2a — p)c*b 

^ "" a{b^ + c») ' 
_ (2a — p)6«c 

" a(6« + c«) ' 
d'où l'on conclut qb := cr. 

Il est donc évident que pour le point qui correspond au 

minimum de AcA^* + BaBc^+ CaC^^ 

on a pa = qb =: rc. 

Ce qui, joint à l'équation 

^ + -^4-— -2 

détermine les valeurs cherchées 

2 abc 

2 abc 

, 2 a6c 

r= a. 6. 



Nous ajoutons, sans en donner ici la démonstration, que 
le lieu des points pour lesquels la somme p* + î* + ^* ^ '^^^ 
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valeur donnée est une conique qui a pour centre le point pour 
lequel p' + q' + r' est minimum. 

Nous laissons le soin de démontrer que si Von cherche 
sur toutes les droites Ac Ab les points pour lesquels q* -j- r* 
est minimum^ le lieu de ces points est une droite qui passe par 
le pied de la médiane antiparallèle partant de A. 

Enfin nous engageons le lecteur à étudier la variation de 
la fonction /)" + 9' — '"' q^î présente des particularités inté- 
ressantes. 

VIII 

Construire un hexagone circonscriptible à un cercle. On sait 
que les côtés opposés sont parallèles, et Von connaît trois côtés 
non consécutifs. 

Soit A,.AqB^B^CqC^ cet hexagone. 



A-yO. 



Soieiit 

= 1, 

les trois côtés don- 
nés. 

On démontre fa- 
cilement que les 
côtés parallèles de 
rhexagone soD^t 
égaux ; cela posé, 
fi prolongeons les 
trois autres côtés 
jusqu'à ce que par leur rencontre ils forment le triangle ABC. 
Soit Xf y, z les trois côtés GB, AG, AB de ce triangle, H 
le pied de la perpendiculaire abaissée de A sur GB, H' le 
point oli cette perpendiculaire coupe A«,Ag; on a, en appelant 

r le rayon du cercle inscrit dans Thexagone, p le 1/2 péri- 
mètre du triangle ABG, et S sa surface : 

AyA|3 _ Aff 
CB ~ AH 




/ AH — 2r 
ou — = - 

X 



AH 
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2S 2S 

l X p p — œ 

ou — = 5-^ = ; 

0^28 p 



d'où enfin / = 



œ 

œ{p — œ) 



P 
Ce que Ton peut écrire 

x* — poj + pl=: o. 
On a de même t/* — pj/ + P^ = o 

«* — p^ + p« = o 

p±^p* — 4pl 



On tire de là x = 



2 



_ p ± y/p' — 4Pwt V (ij 

p ± y/p* — 4pn 

2 

ajoutant et remarquant que a? + !/ + ^ = ^P» îl vient 

p = ± y/p« — 4pi ± v^p* — 4pm ± /p* — 4pn 

en résolvant cette équation on trouve 

^- (^' + m* 4" ^* — ^^^ — ^{^ — 2tm)* 
^ (m + w — (/ + ^ — m) (m + Z — n) ' 
Les formules (1) donnent alors la valeur de a?, y, ;« puis- 
que p est connu, et rien n'est plus simple que d'achever le 
problème. 

Remarquons que dans les formules (1) le signe supérieur 
convient seul à la question; il suffit pour le reconnaître de 
les appliquer au cas oli l=m = ny car alors évidemment 
l'hexagone est régulier 

a;=37, p = -^ 

'^ 2 

et l'on a identiquement 



9L + Y11L-.A 

3i=J L^ LJ- 

2 

avec le signe supérieur du radical. 
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IX 

Chacun connaît la démonstration de cette proposition: 
La bissectrice de V angle d'un triangle divise le côté opposé en 
deux segments proportionnels aux côtés adjacents. 

On la trouve démontrée d'une, même façon dans tous les 
traités de Géométrie élémentaire. 

M. Laisant m'a communiqué la démonstration suivante 
qui est peut-être, pédagogiquement, préférable. 
Soit ABC le triangle, AD la bissectrice de Tangle CAB. 

Je fais l'angle AGE = ABD. 
Les deux triangles AGE, ABD 
ont deux angles égaux et sont 
semblables, donc 

GE _ AG 
DB "" AB ' 

mais le triangle GED est isoscèle, 

car les angles GEA et GDE ont 

respectivement pour suppléments 

les angles égaux GEA et BDA; 

donc GE = GD et Ton a 

GD AG . , 

c.q.i.Q. 




DB AB 

Démonstration analogue pour la bissectrice de Tangle 
extérieur. 

X 

Dans un triangle ABG les deux droites ap, a'p' de Simon 
relatives à deux points M et W diamétralement opposés sont 
rectangulaires et se coupent sur le cercle des neuf points. 

On se rappelle que Ton appelle droite de Simson la ligne 
droite qui passe par les pieds des trois perpendiculaires 
abaissées sur les trois côtés, d'un point M du cercle circon- 
scrit au triangle ABG. 

Soient M et M' les deux extrémités d'un diamètre du cercle 
circonscrit. 

Ma, Mp les perpendiculaires abaissées de M sur GB et sur 
Gà, 
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Ma, Mp' les perpendiculaires abaissées de M' sur GB et 
sur GA, 

K rinterseclion de ap et de a'p' ; 

Prolongeons MV jusqu'en J sur le cercle circonscrit; il 
est évident que JM est pa- 
rallèle à GB puisque l'angle 
MJM^ est droit. Joignons 
GM et CM' : 

Le quadrilatère Ga'p'M' 
étant iuscriptible on a 

a'p'G = JM'G = JMG ; 
mais MapG étant iuscrip- 
tible, on a 

Kpp' = aMG, 
donc 

a p'G + p'pK = JMG 

+ CMa = 90«. 

Donc le triangle pKp' 
est rectangle en K. Ce qui 
démontre que les droites de Simson ap, ct!p' sont rectangu- 
laires. 

Gela posé, si H est le point de concours des hauteurs de 
ABC, on sait que ap passe par le milieu I de MH et a'p' par 
le milieu Y de M'H. 

Or comme le cercle des neuf points est aussi le lieu des 
points milieux des droites HM partant de H et allant à la 
circonférence circonscrite, I et I' sont des points du cercle 
des neuf points et des points diamétralement opposés de ce 
cercle. 

L'angle TKl étant droit, le point K appartient donc au 
cercle des neuf points. 

C'est la solution géométri(jue de la question 1473 des iVbie- 
velles Annales des Mathématiques, (A suivre.) 
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NOUVELLES PROPRIÉTÉS DU TRIANGLE 

Par M. H. Brocard capitaine du génie. 



I 

Étant donné un point M du plan d'un triangle ABC, à ce 
point M correspond toujours un autre point M', qui est 
l'intersection des trois droites, respectivement symétriques 
des trois droites AM, BM, CM, par rapport aux bissectrices 
des angles A, B, G; c'est-à-dire que l'on a MAC = M'AB; 
MCB = M'GA ; MBA = M'BC. 

Les deux points M, M' sont dits correspondants, ou réci- 
proques (*). 

Parmi les groupes de points de cette nature, il y a lieu de 
distinguer : 

1» Les points segmentaires w, <ù (ou points de Brocard), 
pour lesquels les angles wAC, coCB, cdBA, cd'AB, cd'BC, co'CA 
sont égaux entre eux. On sait que, a désignant l'angle dont 
il vient d'être question, on a la relation 

cotg a = cotg A + cotg B + cotg C. 

2° Le centre du cercle circonscrit au triangle, et le 
point H de rencontre des hauteurs. 

3® Le centre de gravité E du triangle ABC, et le centre K 
des médianes antiparallèles (ou point de Grèbe). 

4p Le point D, centre d'homologie de ABC et du triangle 
A^BjCi dont les sommets sont aux points de rencontre des 
droites wB, (o'C ; <oC, w'A ; wA,' w'B; et le point D', pôle de la 
droite uxo' dans la circonférence des sept points (cercle de 
Brocard), décrite sur la ligne OK pour diamètre. 

S^ Le centre I du cercle inscrit est à lui-môme son propre 
correspondant; il en est de même du centre de chacun des 
cercles ex-inscrits. 



(*) Nous avons vu précédemment (p. 100) que ces points avaient été signalés 
d'abord par le capitaine Mathieu (Nouv, Ann, 486$): (A. M.) 
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Nous considérerons encore parmi les points correspondants : 
le milieu S de wo)' et son correspondant S' ; 

Le centre Z du cercle de Brocard (milieu de OK), et son 
correspondant 71 , 

II 

Cela posé, voici divers systèmes de trois points en ligne 
droite : 

1« 0, E, H; de plus OE = 2EH. Cette propriété a déjà été 
signalée par Euler ; 

2oD, E, S; on a DE = 2ES. 

3^ D, K, S'; * 

4« E, S',D'; 

5^ 0, S', Z'; 

6« S, Z', H; on a Z'H = 2SZ'; 

7« Z, S', H ; 




Enfin, si N est une des extrémités du diamètre OD du 
cercle circonscrit, voici trois autres systèmes de trois points 
en ligne droite : 

8<> H, D', N; 

9« Z', E, N; 
' 10« E, Z, N. 

JOURNAL DEMATE. éLÂM. 1883 11. 
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Il en tésulte aussi que certains systèmes de droites 
forment des droites concourantes. Ainsi 
i. Le point S' se trouve sur les droites KD, ED', ZH. 

2. Le point Z' se trouve sur les droites KN, OS', SH. 

3, Le point N se trouve sur les droites OD, EZ, KZ', D'H. 

III 

Les distances de la plupart des points désignés dans ce 
qui précède aux côtés du triangle s'expriment assez sim- 
plement en fonction des longueurs des trois côtés ou des 
lignes trigonométriques des angles du triangle. 

Les distances de deux points correspondants aux trois 
côtés sont inversement proportionnelles entre elles. 

En effet, soient X, jx, v les distances d'un point aux côtés 
a, 6, c du triangle. Ce point est à la rencontre de deux droites 
partant, par exemple, des sommets B et G ; Tune de ces 

droites est définie par le rapport — des distances d'un de 

ses points aux côtés o et b; l'autre par le rapport ^— des 

distances d'un de ses points aux côtés a et c. 

Or, par définition, le point correspondant sera à l'inter- 
section de deux droites, également issues des points B et 
G; mais l'une d'elles aura pour rapport des distances d'un 

de ses points aux côtés a et 6 le rapport -y-; Tautre aura 

pour rapport des distances d'un de ses points aux côlés a 

et c le rapport — . 

A 

Donc, on a d'une part les rapports 

Sg ^ Se 

A [x V 

et d'autre part les égalités 

lY 

On peut, d'une manière sipaple et générale, établir que trois 
points, liés à un triangle, sont en ligne droite. 
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En effet, lorsqu'un point est lié à un triangle, on peut 
toujours évaluer les distances de ce point aux trois côtés. 

Soient da, d'à, d\ les trois distances de trois points au 
même côté a; si le rapport 

dg — dg 

<i'a — d'à 
est indépendant du côté que Ton considère, les trois points 
sont en ligne droite. 

En effet, soit ABC le triangle considéré. M, N, P les trois 
points. On a, par hypothèse, 

dg — d'à db — d'ft 

d'à — d'g d'h — d^h ' 

Si nous menons par les points des parallèles respective- 
ment au côté a jusqu'à la rencontre avec le côté 6, et des 
parallèles à b jusqu'à la rencontre avec o, les longueurs de 
ces lignes seront proportionnelles aux distances des mêmes 
points au côté b et au côté a (puisque ces lignes s'obtien- 
dront en divisant les distances correspondantes par sin C). 
Par suite, nous aurons, entre les lignes nouvelles, une rela- 
tion identique à celle que nous donne l'hypothèse, et l'on 
sait que, dans ce cas, les trois points sont en ligne droite. 

La connaissance préalable d'un autre point sur le même 
alignement permettra de substituer ce nouveau point à l'un 
des points désignés, lorsque ses distances s'exprimeront 
beaucoup plus facilement. 

Dans la pratique, on cherchera seulement si deux des 
différences dg — d'g , d'à — d'à , dg — d'^g 
sont dans un rapport constant ; il sera inutile de le vérifier 
pour les autres distances. Cette condition est, en effet, 
nécessaire et suffisante. 

Les projections des segments déterminés par les trois 
points se trouvent dans le môme rapport que ces segments, 
et aussi que les différences que nous venons de considérer. 
On peut en déduire des relations métriques ; généralement, 
ces dernières se présenteront, d'une façon presque intuitive, 
à la seule inspection des formules, comme on pourra le 
reconnaître dans quelques-uns des exemples donnés dans le 
cours de cette étude. 



%'. 
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, Soit M nu point du plan dont les distances aux trois côtés 
du triangle sont proportionnelles à une fonction symétrique 
/ des côtés a, 6, c; P étant une constante, et T désignant la 
surface du triangle, les distances da^ db, de du point M aux 
trois côtés s'exprimeront par des relations de la forme 

da db dç 

2T = ada -{-bdb + cdc = piafa -f 6^ + c/*c), 
relations qui déterminent p et da, db, de. 

De même, pour le point correspondant M', résultant de 
l'intersection des droites AM', BM', CM', symétriques des 
droites AM, BM, CM par rapport aux bissectrices, on aura 

d'à fa = d'bfb = d'cfc = p' 

2T = ad'a + bd\ + Cd'e = p' (^ + A + -f Y 

\ fa Jb Je / 

relations qui déterminent p' etrf'a, d't, d'c. 

Le plus souvent, on connaîtra d'avance la fonction f pour 
Tun des points M ou M'. 

. Pour abréger l'écriture, nous emploierons les notations 
suivantes : o + & + c = 2P ; 

a* + 6* + c« = m* ; 
a»6* + a'^d' + 6*c« = n* ; 
a* + 6* + c* = p*; 
on en tire m* = p* -f" ^n*. (A suivre.) 



ÏIXAMENS ORAUX DE L'ÉCOLE SAINT-GYR (1883) 



On donne deux circonférences tangentes extérieure- 
ment; leurs rayons sont R et r. Trouyer Tangle des tan- 
gentes communes. Quelle est la condition pour que cet angle 
soit de 60°? 

-r- Trouver la relation qui doit exister entre 6 et c pour 

,, .^ sin* 6 igb 

que Ion ait — : ^ = — ^-. 

sm* c tgc 



JOURNAL DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 3S3 

— On donne un demi-cercle' AOB, on mène la tangente 
en B; mener la droite ACM rencontrant la circonférence 
en C et la tangeiite en M de façon que, si Ton fait tourner 
la figure autour de AB, on ait vol. AGB = vol. CMB. 

— De tous les cylindres inscrits dans une sphère, quel est 
celui de surface totale maxima ? 

— Dans un rectangle ABGD, mener une ligne DM, rencon- 
trant AB en M de façon que DM* + MB* = K*. 

3 4 

— On a sin x = -^, sin y = —, Démontrer que Ton a 

x + y^go'^. 

— Un mobile pesant est lancé horizontalement avec unb 
vitesse donnée. Trouver à un instant donné sa position et 
sa vitesse. 

— Connaissant la corde d'un arc, trouver son sinus et son 
cosinus. ^ _ 

— Dans un triangle on a b = ^2; c = v/3 ; C = 60®. 
Calculer les éléments de ce triangle. 

— Inscrire dans une sphère un cylindre tel que son volume 
soit égal à la somme des volumes des segments déterminés 
par les deux bases. 

— Étant données trois forces appliquées aux sommets d'un 
triangle suivant les hauteurs issues de ces sommets, et pro- 
portionnelles aux côtés opposés, démontrer qu'il y a équilibre. 

— On donne un rectangle ABCD; déterminer sur AB un 
point M tel que DM* = AM.BM. 

— Lieu géométrique des points de l'espace dont la somme 
des carrés des distances à trois points fixes est constante. 

— On prend deux plans inclinés ayant même hauteur OH 
et même sommet 0. En est une poulie sur laquelle passe 
un cordon terminé par deux poids P et P'; ces derniers 
reposent sur les plans inclinés. On demande les conditions 
d'équilibre. — Les deux poids étaot en équilibre, démontrer 
que si on fait monter un des poids d'une certaine longueur 
sur l'un des plans, l'autre descendant de la même longueur 
sur l'autre plan, le centre de gravité du système ne change 
pas. 

— Mettre sous la forme d'un produit de deux facteurs 
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du premier degré le polynôme 

6 œ* — iSa^îZ + ^y* — x — y — i. 

— Variation des racines de l'équation 

(X« + 3 X + 7) œ» + (X — i) a; — i5 = G, 
quand X varie de — 00 à -j- 00 . 

— Déterminer c dans l'équation x* — j x-^ c = o de 
façon que Ton ait ce'* — a;''* = 21. 

— Résoudre le système 

X'-y=3xy; x + y = 7xy. 

— Trouver la fraction — , sachant que — ^ — = -r-j^t 

y y ^ 

œ I 



2/ +,ï 4 

— Étant donné le demi-cercle MOP, mener la corde MN 

de telle façon que le volume engendré par le segment qu'elle 
détermine soit égal au volume du cône engendré par le 
triangle rectangle ONK (K étant la projection de N sur OM) 
lorsque la figure tourne autour de OM. 

— On donne un triangle ABC, et un point auquel est 
appliquée une force F perpendiculaire au plan du tableau. 
Décomposer cette force en trois autres appliquées en A,B,G, 
et parallèles à la première. 

— On donne une barre indéfinie, avec une force appli- 
quée en un point A, et verticale. On sait que l'unité de lon- 
gueur de la barre, supposée prismatique et homogène, pèse a; 
dire où il faut couper la barre pour qu'il y ait équilibre, 
si l'on prend un point G comme point fixe sur la barre. 

' — Étant donnés un cercle et un point extérieur, mener 
par ce point une sécante telle que la corde soit une moyenne 
proportionnelle entre la sécante entière et la partie exté- 
rieure. 

— Résoudre xy = y'; xf^=zy^. 

— Trouver deux nombres tels que leur différence, leur 
somme et leur produit soient entre eux comme 2^ 3, 5. 

— Dans l'équation 

a;« + 4 (p— 2) X f 3/)» + 5 = o, 
déterminer p de façon que l'une des racines soit double de 
l'autre. 
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— Construire la ligne 

— On a trouvé le plus grand commun diviseur D de A et 
de B; trouver le plus grand commun diviseur de A et de 
A + B; de A + mB et de B; de A + mB et de A. 

— Trouver pouroî =a la valeur de l'expression 



\/x* — ax -{- s/x'^ — a*. 



y/cc* — a'^-\'X^ — ax^ 



QUESTION 33 



Sur une tangente à la sphère 0, on prend deux points tels 
que OS — OS' soit égal à R. Ces deux points sont les sommets 
de deux cônes circonscrits à la sphère. Déterminer la position 
des points S et S' de façon que le volume compris entre les 
deux cônes et la sphère ait un volume donné, (L. Lévy.) 

Soient S et S' les deux points cherchés. Si, du volume 




ASTI, compris entre le premier cône et la sphère, je retranche 
le volume ASTI, compris entre le second cône et la sphère, 
j'aurai la quantité que je cherche à déterminer au moyen 
des quantités SO et S'O. 

Soit X la longueur SO; je vais exprimer le volume ASTI au 
moyen de x. J'ai d'abord 

Vol. ASTI = vol. AST — vol. sect. AITO ; 
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ce qui donne 

Vol. ASTI = 4- '^aj . AK« — 4" icR» IK 

= -i if{R — OK)[x(R + OK) — 2R»]. 
3 

Or, on sait que Ton a OK = ; donc après réduc- 

tiens faciles, on trouve 

Vol. ASTI = 4- '^R* ii^Zl5}l. 

3 X 

On trouvera de même, en posant OS' = y. 
Vol. AS'T'I =4" '^R' i^_Zll)L. 
donc il faut déterminer ce et y de façon que l'expression 

3 L 05 y J 

ait une valeur donnée, sachant que, entre x et y, on a la 
relation x — j/ = R. 

On en tire immédiatement,, pour la valeur de l'expres- 
sion cherchée, en fonction d'une seule inconnue : 

3 '^'^ L(^r+Rr 2/ J' 

Il suffit évidemment de déterminer la fonction entre cro- 
chets, de façon que cette fonction prenne une valeur R/, telle 

que — 7cR'/ soit égal au volume donné. 

On a donc, après réduction, à résoudre l'équation 

t/«-f-Rt/^R» ^^ 
!/* -|- Ry 
ou y\l — i) -h Rt/(/ — i) + R'» = G. 

On voit immédiatement que, si le volume donné est plus 
petit que le quart de la sphère (auquel cas on a Z <] i), les 
racines de cette équation sont réelles, l'une positive, l'autre 
négative ; or, dans le problème, y représente une quantité 
essentiellemement positive, puisque y est une longueur, 
qui doit être plus grande que R, le point S devant être 
extérieur à la sphère. Si Z' était plus grand que i, les deux 
racines seraient négatives, dans le cas où elles seraient 



V ■ ■ • • 
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réelles. On voit donc que le volume compris entre les deux 
cônes et la sphère, sous les conditions imposées par l'énoncé, 
est inférieur au quart du volume de la sphère. 

Cherchons la condition pour que la racine positive soit 
plus grande que R, en supposant / < i . 

L'équation peut s'écrire, en changeant tous les signes, 
j/«(i — /)+%(!-/) -R« = o; 
en écrivant que la racine positive est plus grande que R, 
on trouve pour condition 

2 

Donc, le volume compris ainsi entre les deux cônes et la 
sphère est compris entre le huitième et le quart du volume 
de la sphère. 

Il est facile de construire les deux racines de l'équation 
en y, puisque ces racines étant de signes contraires, le 
problème revient à trouver deux lignes dont la différence 
soit R, et dont le produit soit égal au rectangle de deux lignes 

R et -r. La plus petite de ces racines est celle qui con- 
vient au problème. 



VARIETES 



DEUX PROBLÈMES DE GÉOMÉTRIE DE SITUATION 

Par M. Fleury» chef d'iostitntion. 

Dans son bel ouvrage intitulé Récréatioiis mathématiques, 
M. Lucas traite, comme exemples de géométrie de situation, 
le problème des ponts de Kœnigsberg et celui des figures dun 
seal trait. Pour la solution de la première question, il repro- 
duit textuellement un long mémoire d*Euler, auquel il ajoute 
une note complémentaire, et de cette solution il fait dépendre 
celle des figures d'un seul trait. Mais personne n'a encore 
indiqué d'une manière précise la marche à suivre pour 
arriver sûrement et sans tâtonnements à décrire une figure 
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d'un trait continu, et sans repasser sur aucune ligne déjà 
tracée. Dans le présent article je donne : 1® une solution 
beaucoup plus simple des deux questions que je ramène à 
une seule ; 2® une règle sûre et très simple pour décrire une 
figure d*un trait continu, et sans repasser sur les lignes déjà 
tracées. 

Figures d'un seul trait. 

La ligne qui part d'un des points A et B, pour aboutir à 
Taulre, passant cinq fois au point C, il s'ensuit qu'il y a dix 
chemins qui partent du point G. 
On voit ainsi que dans une figure d'un seul trait tous 

Jes points sont pairs, à l'excep- 
tion des deux extrémités de 
la ligne^ qui sont en des points 
impairs, à moins qu'elles ne 
soient réunies au même point. 
Ainsi, toute figure d'un seul 
trait a tous ses points pairs, 
ou seulement deux points îfti- 
pairs. Mais la réciproque de 
cette proposition n'est pas 
Traie ; car une figure qui a tous 
ses points pairs ou seulement deux points impairs peut 
être composée de plusieurs parties qui ne communiquent pas 
entre elles ; et il est bien évident que dans ce cas elle ne 
peut se décrire d'un seul trait. 

Pour reconnaître si une figure peut être tracée d'un seul 
trait, il faut d'abord s'assurer que toutes ses parties com- 
muniquent entre elles, et ensuite que tous ses points sont 
pairs ou qu'elle n'a que deux points impairs. 

Lorsque tous les points de la figure sont pairs, on peut 
partir d'où Ton veut, et l'on finit nécessairement oli l'on a 
commencé; tandis que si la figure a deux points impairs, 
il faut nécessairement commencer par Tun et finir par 
l'autre. 

La figure étant tracée à la craie sur le tableau noir, la 
question consiste à en décrire une pareille, ou, en sui-' 




/ 
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vant la même marche, à en eflfacer successivement les 
lignes avec le doigt ou un pinceau. Pour faciliter l'explica- 
tion> je supposerai que c'est un pinceau qui suit et efface à 
mesure les lignes de la figure donnée. 

J'appellerai figure réduite, toute figure composée seule- 
ment des lignes qui ne sont pas encore effacées; point d'ar- 
rivée, le point ou est arrivé le pinceau qui efface; et point 
final, celui par lequel se termine l'opération. 

Le point d'arrivée et le point final sont nécessairement 
les deux points impairs de toute figure réduite. Il n'y a qu'au 
moment où le pinceau passe par le point final que la figure 
a tous ses points pairs. 

Durant toute l'opération le nombre des points impairs 
étant nécessairement deux ou zéro, une figure réduite ne 
peut devenir impossible qu'en se partageant en deux parties 
qui ne communiquent plus entre elles. 

Si par les points d'une figure on entend seulement ses 
points multiples, la ligne qui joindra deux points A et B 
sans passer par aucun point intermédiaire sera un chemin 
direct, et si c'est le seul chemin qui aille de A à B, je l'ap- 
pellerai chemin isolant; parce qu'une fois qu'il est parcouru 
et effacé, la figure se trouve partagée en deux parties isolées 
l'une de l'autre. 

Gela posé, la règle sûre et très simple pour réussir à 
décrire d'un seul trait la figure donnée, c'est de ne prendre 
un chemin isolant que lorsqu'il n'en reste plus d'autre à 
prendre. 

Cette condition est nécessaire ; car si, arrivé en A, je prends 
le chemin isolant AB, lorsqu'un autre chemin partant du, 
point. A n'a pas été parcouru, la figure réduite sera parta- 
gée en deux figures partielles isolées, et il ne me sera plus 
possible de revenir à celle que j'aurai quittée. La condition est 
sufiisante : car le point A étant impair, puisque c'est le point 
d'arrivée, il devient pair par la suppression du chemin AB, 
et alors, en décrivant la figure partielle située du côté du 
point A, on reviendra en A, après quoi l'on prendra le che- 
min AB pour aller décrire l'autre figure partielle, qui con- 
tient le point final; autrement si ce point était sur la pre- 
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tniére figure partielle, celle-ci n'aurait qu'an seul point im- 
pair, ce qui est absolament impossible. 

Problème des ponts de Kœnigsberg. 

Ce problème consiste à déterminer le parcours à suivre 
pour passer une seule fois chacun des sept ponts répartis 
comme l'indique la figure ci-dessous. 

Supposons que l'on désigne par les points Â, B, G, D, les 



bureaux oU il faut aller prendre cbaque fois son billet pour 
le passage du pont suivant, et tirons les lignes qui joignent 
ces points deux à deux en passant par tous les ponts. La 
question reviendra évidemment à décrire d'un seul trait la 
figure formée par toutes ces lignes. Or les quatre points 
A,B,C, D étant impairs, la figure ne peut se décrire d'un 
seul trait, et ainsi le problème des ponts de Eœnigsberg 
est impossible. 

Il n'en serait pas de même pour un piéton qui se propo- 
serait de passer une fois sur chacun des deux trottoirs de 
chaque pont; car alors toutes les lignes étant doublées, les 
points A, B, C, D deviendraient pairs, et ainsi le problème du 
piéton serait possible eu commençant par oh l'on voudrait. 

De même, si dans le premier cas on établissait un pont 
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de plus entre A et B, ces deux points deviendraient pairs, 
et le problème serait possible en commençant par un des 
deux points G et D, Si, en outre, on établissait un pont de 
plus entre G et D, le parcours de tous les ponts serait pos- 
sible en commençant par où Ton voudrait. 

La possibilité du problème une fois reconnue, il suffit pour 
en assurer la réussite de suivre la règle très simple qui 
consiste à ne prendre un chemin isolant que quand il n'en 
reste plus d'autre à prendre. 

La règle donnée par Euler, équivoque et incomplète, d'une 
part, est, d'autre part, la meilleure pour assurer la non- 
réussite du problème. La voici telle qu'elle est reproduite 
dans l'ouvrage de M. Lucas : « On supprime par la pensée 
les couples de ponts qui conduisent d'une région dans une 
autre ; on cherche ensuite la course à effectuer avec le reste 
des ponts. Gela fait on rétablit les ponts supprimés. » 

L'auteur ne dit pas la règle à suivre pour trouver « la -course 
à effectuer avec le reste des ponts » ; ce qui peut être toute 
la question. Mais supposons cette course trouvée et effectuée, 
il sera souvent impossible de passer ensuite tous les ponts 
rétablis. 
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Tables de logarithmes a six dégiaiales, construites sur un 
plan nouveau, par Adolphe Benoist, docteur en droit, 
membre de la Société Mathématique de France. — Paris, 
librairie Delagrave. 

Les Tables de Logarithmes de M. Benoist se distinguent des tables précé- 
dentes par un certain nombre de modifications qui sont, à coup sûr, des per- 
fectionnements pour des ouvrages de cette nature. 

Une première modification, qui tient principalement au nombre de déci- 
males choisi par l'auteur, consiste dans les tables de parties proportion» 
nelles. On sait que, en général, on peut compter sur autant de figures au 
nombre qu'il y a de décimales dans le logarithme; 11 en résulte que, les tables 
donnant déjà cinq figures, l'interpolation ne devra en donner qu'une. De là 
cette idée fort heureuse de M. Benoist, d'inscrire sur une colonne verticale 
les neuf premiers nombres, à droite et en face, la correction à faire subir 
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au logarithme lorsque la sixième figure du nombre est l'un de ces chiffres, 
tandis que, à gauche, il inscrit les modifications du logarithme qui donne- 
ront, en négligeant le septième chiffre, une sixième figure déterminée. Nous 
croyons que cette modification pourra, dans beaucoup de cas, abréger les 
calculs. 

Parlons immédiatement d'une seconde modification introduite dans les 
nouyelles tables, et qui est très bonne. On sait que, dans les tables les mieux 
fautes, celles de Schron par exemple, il y avait tout un calcul à feire pour 
obtenir les logarithmes des sinus ou des tangentes des arcs inférieurs à 3 de- 
grés. M. Benoist a conservé le bas des pages des logarithmes des nombres 
pour y inscrire les logarithmes de ces sinus et de ces tangentes, mais il a 
donné immédiatement ces logarithmes eux-mêmes, de façon qu'il n'y a pas 
de calcul nouveau à faire pour les obtenir. De plus, )a disposition même des 
tables en dix colonnes lui permet de donner, dans un espace restreint, les 
logarithmes des lignes de ces arcs de seconde en seconde. 

Mais ce que nous trouvons surtout avantageux au point de vue du calcul, 
ce sont les modifications apportées dans la disposition des tables de lignes tri- 
gonométriques. Ces modifications sont les suivantes : d'abord une seule page 
contient les logarithmes d'une ligne trigonométrique pour un degré. Il a 
sufii pour cela de prendre une disposilion analogue à celle des tables ordi- 
naires pour les logarithmes des nombres. Une première colonne verticale 
contient les nombres de à 59; ce sont les minutes. Puis il y a sept co- 
lonnes verticales marquées 0, 10, 20, ... 60. C'est dans ces colonnes que sont 
inscrites les quatre dernières décimales du logarithme pour les dizaines de 
seconde. Il en résulte les deux avantages suivants : on peut, au moyen de la 
première colonne, avoir immédiatement les logarithmes des arcs de minute en mi- 
nute* puis on sait que pour la dernière dizaine de secondes, on aura à chercher 
les quatre dernières décimales toujours dans la môme colonne verticale. 

En second lieu, la table comprend les logarithmes des lignes trigonométriques 
de tous les arcs du premier quadrant lus toujours dans le même sens; les sinus se 
liront toujours de haut en bas, l'arc étant pris à gauche; il en est de même 
pour la tangente; pour les lignes complémentaires, on lit les logarithmes de 
bas en haut, l'arc est compté sur la droite. Cette disposition a permis de 
réduire le nombre des pages de la table, tout en donnant moins de chances 
d'erreur pour la lecture des logarithmes. Pour l'interpolation même, on saura 
que l'on doit ajouter lorsque les nombres se lisent de haut en bas, et de 
gauche à droite, que l'on doit retrancher quand les nombres se lisent de bas 
en haut, et de droite à gauche. 

En résumé, nous croyons que les nouvelles tables de M. Benoist rendront 
de grands services à ceux qui ont fréquemment à faire des calculs de loga- 
rithmes; nous ne regrettons même pas que l'auteur n'ait pas indiqué si le 
dernier chiffre est ou n'est pas forcé ; nous ne croyons pas que cette connais- 
sance soit vraiment d'une grande utilité dans la pratique. 

La disposition adoptée par M. Benoist rend très facile la lecture des chiffres ; 
c'est là un point important pour un ouvrage tel que celui que nous venons 
d'analyser. Nous estimons donc, que ce livre mérite, à plus d'un titre, 
d'attirer l'attention des professeurs et nous pensons qu'il rendra de grands 
services aux élèves en leur facilitant le succès de ce calcul trigonométrique 
qui fait partie des épreuves écrites de leurs examens. 

G. L. 
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QUESTIONS PROPOSEES 



114. — On donne un triangle ABC, et le cercle circon- 
scrit. Un point mobile M parcourt ce cercle. Pour chaque 
position du point mobile, on construit : 1** la droite de 
Sim'son relative au point A et au triangle BGM; 2<* la 
droite de Simson relative au point B et au triangle ACM. 
Lieu du point I d'intersection de ces deux droites. 

(X. Antomari.) 

115. — On donne deux circonférences ayant pour centre 
commun le point 0, Soient OT un rayon quelconque de la 
grande circonférence, 0^ un rayon quelconque de la petite 
circonférence. Par le point T, on mène la tangente à la 
première, et par le point t la tangente à la deuxième. 
Soient M leur point de rencontre, et I Fun des points de 
rencontre de M^ avec la petite circonférence. Prouver que 
l'on a Mi* = MT« + li^ (X. A.) 

116. — Si dans un triangle ABC, Tangle A est double 
de l'angle B, on a entre les côtés la relation 

a* = 6 (6 + c). 
Cas du triangle rectangle, A et B étant aigus. Réciproque. 

(X. A.) 

117. — On donne un quadrilatère ABCD ; soient A' le 
centre de gravité du triangle BGD, B' celui du triangle CAD, 
etc. Prouver que les deux quadrilatères ABCD, A'B'C'D' 
sont homothétiques. (X. A.) 

118. — On donne le triangle ABC et le rayon r du cercle 
inscrit. Soient A'B'C les points de contact du cercle inscrit 
avec les côtés du triangle. A' étant sur BC, etc. On pose 
kC = a, BA' = p, (ÎB' = y. Si S désigne la surface du 
triangle ABC, prouver que l'on a 

S = -^. (X. A,) 
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119. — La figure étant la même que celle de la question 
précédente, par le point L, pris sur le cercle inscrit, on mène 
une quatrième tangente AiBiCi, le point A^ étant sur BG, etc. 
On pose LAj = a?, LBj = i/, LG^ = a ; quelle relation y 
a-t*il : 1° entre x et y; 2** entre x et js; 3® entre y et js; 
4® entre a?, t/, js ? En conclure la formule 

S = -2iËI. (X. A.) 

r 

120. — On considère uq parallélogramme ABGD; parle 
sommet C, on mène une transversale mobile qui rencontre 
AB au point P, et AD en Q. Sur GP et GQ comme diamètre 
on décrit des cercles. Trouver le lieu géométrique décrit 
par le centre de similitude de ces deux cercles. ' (G. L,) 

î 

RECTIFICATION 



L'article que no.us avons publié (p. 222) et ayant pour 
titre Considérations sifr la projection obliqtie du cercle est 
extrait textuellement des Nouvelles Annales de Mathématiques 
(2« série, t. XIV, p. 324 et 359, 1875). 

C'est par un malentendu que cet article a été publié 

dans le Journal de Mathématiques ; l'auteur regrette cet 

oubli, et la Rédaction retire l'article. 

{La Rédaction). 



Le Rédacteur-Gérant, 
E. VAZEILLE. 
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EXERGIGES DIVERS DE MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES 

Par M. Emile liemoine» ancien élève de l'École Polytechnique. 

(Suite, voir pagos 217 et 241.) 



Trouver une relation entre les distances x, y, z d'un point 
du plan d'un triangle aux trois sommets A, B, G et les côtés 
a, bj c de ce triangle. 

On a par les formules connues 
cos — BOG = — 



cos- 



cos — AOB 



tI 



'(y + 2 + o.)[y + « - 


-a) 


!/2 


(x-\- z -\- b)(x + a - 


-b) 


xs 


ix + y-\- c){x -j- y- 


-c) 



1 • I I 

mais entre les trois angles — BOG, — GO A, — AOB dont 

2 2 2 

la somme est 90*^, on a la rolation 

I _ cos«— BOG — cos'^ — GOA — cos* — AOB 
222 

=: 2 cos — !- BOG cos —GOA cos — AOB ; 
222 

en remplaçant les cosinus de ces angles par leurs valeurs 

respectives, on a donc 

ifiy + zY — a^ , (a; + 3)* — 6* , (a;+i/)« — c» 



-t( 



+ ' ' + 

ys xs xy 

= -dirs/i^y + ^^* "" "')(^'^ + ^^' ~ ^')(^'" + ^^' ~ '') 

élevant au carré et développant, il vient 

a^x^ + bY + c*^* — (^* + c* — a«)(a«a;« + y^z^) — 
(a> +c» — b^){bY + ^^!^^) — («* + è' — c^)(c^z^ + ^'«/*) 

+ a*6*c« = 0. (1) 
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Nous engageons les élèves à appliquer celte formule à 
divers problèmes comme ceux-ci : 

Trotiver le point du plan d'un triangle pour lequel les distances 
aux trois nomfnets sont proportionnelles (ou inversement pro- 
portionnelles) aux côtés opposés; aux catrés des côtés opposés ; 
à la somme des carrés des deux côtés qui aboutissent au même 
sommet, elc; ils trouveront là un bon exercice de calcul. 

Ces problèmes peuvent aussi se résoudre géométriquement 
par intersection de lieux. 

Remabque I. — Si Ton fait cù = y = z dans la formule (1), 
on trouve le rayon du cercle circonscrit. 

Remarque II. — Si est le point tel que les pieds des per- 
pendiculaires abaissées de ce point sur les côtés soient symé- 
triques des pieds des hauteurs par rapport au milieu des côtés 
— (ce point est celui que nous avons déjà rencontré dans notre 
étude sur le tétraèdre dont les arêtes opposées sont égales 
deux à deux : Association française. Congrès de Nantes de 
1875), la somme des carrés des côtés des trois triangles BOG,A.OG, 
AOB est la même pour chaam d^euûo. 

Dans ce cas Ton a 

^ _ g* — (6' — c»)'(26« -f 2c« — 3o») 
ce _ -^^^ 

et les valeurs analogues pour y^ et 5% S désignant la sur- 
face du triangle A.BC. 

XII 

Ti*ouve)* sur la circofiférenoê circonscrite à un triangte ABC 
un point D tel que la droite de Simson correspondant à ce point 
soit parallèle à une direction donnée. 

Supposons le problème résolu : soient A',B',G' les pieds 
des perpendiculaires abaissées de D sur les trois côtés (la 
droite de Simson est la droite A'B'C), soit H le point de 
concours des hauteurs du triangle ABC. Soit I le point d'in- 
tersection de AH avec A'B'C et K le poiat'd'iDtersection 
de DH avec A'B'C. 

On sait que KD = KH* Donc K appartient au lieu des 
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points qui divisent en deux parties égales les rayons vec- 
teurs allant de H à la 
circonférence circon- 
scrite. Ce lieu est le 
cercle des neuf points 
du triangle ABC. 

On sait aussi que K 
est le milieu de Al, 
donc K appartient à la 
droite lieu des milieux 
des parties des paral- 
lèles à la direction 
donnée comprise entre 
les deux droites BG et 
AH. 

Le point K de la 
droite cherchée est donc déterminé par Tintersection de ces 
deux lieux, et le i>roblèrae est résolu. 




XIII 



On donne deux circonférences de centre et de rayon R e^ r 
et une droite fixe JM', dont la distance iO au centre des cir- 
conférences est 1 ; on construit les cercles ayant leur centre en 
My point quelconque de la circonférence de rayon R, et tangente à 
JM' en M'. Trouver le lieu des centres de similitude de ces 
cercles et du cercle de rayon r. 

Soient 0' et 0\ les points d'intersection de OJ avec la 
circonférence de rayon r; 

O'M' et OM se coupent en P, qui est le centre de simili- 
tu le directe considéré; 

O'jM' et OM se coupent en P^ qui est le centre de simili- 
tude inverse considéré ; 

Soient P' et [x les pieds des perpendiculaires abaissées de 
P et de M sur la tangente menée en 0' au cercle de rayon 
r; soient P'^ et \x^ les pieds des perpendiculaires abaissées dé 
Pj et M sur la tangente menée en 0'^ au cercle de rayon r. 



268 
On a 
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PF _ OT __ _0P^ 

MV "" 0'M'~" OM 
PP' OP 



ou 



l—r ~ R * 

PP' ^ / y. 

Le rapport -pr^- est donc constamment égal à — — — • et le 




lieu de P est uoe conique qui a pour foyer et OP' pour 
directrice. 
On aurait de même 

OP, "" R 
et le lieu de P, est une conique qui a pour foyer et O'^P', 
pour directrice. 
La discussion est fort simple : car ces coniques sont des 
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ellipses, des paraboles ou des hyperboles suivant que les 
rapports — - — , — - — sont plus grands que l'unité, égaux 
à l'unité; ou plus petits que l'unité. 

XIV 

Par un point K fixe, on mène deux droites variables BA', 
AB\qui coupent deux droites fixes Ox, Oy, en quatrepointskk'j 




B,B', tels que le quadrilatère AA'BB' soit inscriptible. Trouver 
le Heu des centres w des circonférences circonscrites à ces qua- 
drilatères. 

Par K menons la droite PQ perpendiculaire à la bissec- 
trice de l'angle j/Oa;, P étant sur Ox, Q sur Oy. 

En P et en Q menons des perpendiculaires respectivement 
à Ox et àOj/, perpendiculaires se coupant en 0'; soit a le rai- 
lieu de AA', soit p le milieu de BB'. 
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Les perpendiculaires menées en a et ^ respectivement à 
Oflc, Oy se coupent en w, point du lieu. 

Soit V le point où Ka et PO' se coupent. 
Soit S — Kp et QO' — 

Les deux triangles AKA', BKB' sont semblables; dans ces 
riangles a et B sont des points homologues ainsi que V 

. c A ' KV Ka 

etS;onadonc ks^= Kp"' 

Les deux droites VS et ap sont donc parallèles, par suite 
]es deux triangles VO'S, awp ont leurs côtés parallèles deux 
à deux et sont homothétiques ; par suite les trois points 
K,0', CD, sont en ligne droite. 

Le lieu cherché est donc la droite KO'. 

Cette question que j'avais proposée dans la Nouvelle Cor- 
respondance de MathématiqueSy y a été résolue analytique- 
ment. 

XV 

i^ Si deux triangles AB'C, A'BG" ont deux centres d'homo- 
logie et 0\ ils en ont un troisième w; autrement dit : deux 
triangles doublement homologiques le sont triplement, 

2« Soit C Vintersection de AB et de GG\ 

— B' — A'G — BB\ 

— A'^ — AA' — B''G^ 

il est évident que les trois triangles AB'C, A'BG", GB'A" sont 
deux à deux doublement homologiques, avec et 0' pour centres . 
d'homologie, et par suite ils le sont triplement ; démontrer que les 
trois troisièmes centres d*homologie sont en ligne droite. 

Pour démontrer la première partie, il suffit de faire voir 
que les trois droites BG', AG^', A'B" se coupent en un même 
point o) ou que, si I est le point oh BG coupe OA et J le 
point ou A'B'' coupe OG, les deux rapports anharmoniques 
(OIAA'),(OG'G''J) sont égaux: car, le point étant commun, 
les droites joignant les autres points se couperont au même 
point. 

Or le faisceau (G',OIAA') coupé par OA et GO' 
donne (OIAA') = (GBAO') 

et le faisceau (A', OG'G'J) coupé par OJ et par OC 
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donne (OG'CJ) = (A'^O-CB") ; 

mais en intervertissant les deux premières lettres avec les 

deux dernières (A'^Û'C^B") peut s'écrire (G'B'''A'0'), 

et remarquant que le faisceau (0, CB^A^O) coupé par O'C 

et par OC donne (GBAO') = (G*B''A'0'), 

il vient (OIAA') = (OG'G'J). 

Démontrons la seconde partie. 

Le centre w d'homologie de AG'B'' et de BA'C" est l'inter- 
section de A'B' et de BG'. 

Le centre w' d'homologie de AG'B' et de A^B'G est Tinter- 
section de A''G' et de GB^ 

Le centre w" d'homologie de BA'G" et de A^B'G est Tinter- 
section de A'G et de A''B. 

Les deux triangles A'B^'G, A'G'B sont doublement homo- 
logiquesavec et 0' comme centres d'homologie, ils en ont 
donc un troisième a)i. 

Or les points o), w', w" sont respectivement les points de 
rencontre des côtés homologues des deux triangles A'B^C, 
A'G'B, cDji étant considéré comme centre; donc o), w', w" sont 
en ligne droite. 



NOUVELLES PROPRIETES DU TRIANGLE 

Par M. H. Brocard, capitaine du génie. 
(Suite et fin, voir page 248.) 



VI 

Appliquons la méthode précédente aux systèmes de trois 
points en ligne droile que nous avons indiqués (*). 
1,-0, centre du cercle circonscrit; 

E, centre de gravité; 

H, point de concours des hauteurs. 
On trouve facilement 



(*) Nous indiquerons les distances au côté a par la lettre qui désigne le 
point, accompagné d'un indice ; la distance de au côté a sera Oa. 
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2n* — p* 
2T 
3a 
TT _ ^T (a« 4- 6' — c«) (o« + c* — fe') 
2n* — p' a 

el l'on a 

Og — Eg _ pi 4- n* — 36'c« — 3o^ _ i 

Eg — Hg ~ 2p* + 2n* — 66»c* — 6a* "" 2 

ce qui montre, en outre, que HE = 2EO, relation connue. 

2. — D, centre d^homologie des triangles ABC el A.fifi^ ; 
E, centre de gravité ; 
S, milieu de coo)'. 

On trouve facilement 

2Ta«6«c* I 



D.= 



n* a» ' 



E« = 



3a ' 
Sg = ^.a(6« + c») 



Da — Eg 2(36»c« — n*) 

et 1 on a -= rr- = -^ ^ „,, , „ = 2, 

Eg — Sg 2n* — 3a*(6« + c*) 

ce qui établit en outre que DE = 2ES. 

3. — D', point correspondant à D; 

K^ centre des médianes antiparallèles ; 

0, centre du cercle circonscrit^ ouy ce qui revient au 

même, S milieu de (do»'. 

T 
On a alors Sg = -j- a(6* + c*) 5 

Kg = ;r- . a ; 

2T 
D;=^.a»; 



et Ton en tire 

Sg — Kg _ (&« 4- c*)m'' — 2n* p* _ p* 
Kg — Dg "" (6« 4- cV — 2o*n* • m" ^ w*' 

JOURIUL DB MATH. ÉLÉM. 1883 12. 
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Pour prouver que D' est, en même temps, le pôle de (oo), 
il suffit d'élablir que le rapport de OS à SD' est bien celui 
qui résulterait de la situation du pôle de la corde (oo)'. Or 
on a dans cette hypothèse 

OK 
OS = — (i + cos 2a) = OK COS*a; 

SD = tg 2a ; 

2 

OS OK(i — tg* a) w« • OK . p* 

donc =r=rr = — rr : — \ — ri — r = — - 

SD 0)10 tg a(i + tg* a) 2û)û)' . nV2n* — p* 

Mais 

^^ 2a6c i/p* — w* , abc \/p* — n* 

OK = — ' : »(o = '^ 



m* y/ 2n* — p* P* 

Donc après réduction on trouve 

OS _ p* 

SD' 2n* — p* ' 

d'autre part on a 

Oa — Sg _ p*[2n^(6« + c' — g*) — (6' + c')(2n* — p*)] 
S — D'„ ~ (2w* — p*)[(6« + c«)p* — 2a«n*] . 

_ V' 
2 n* — p* 
Donc le point D' est bien le pôle de (ow'. 

Remarque. — Par construction, cdSo)' est la corde commune 
au cercle de Brocard et à la circonférence décrite sur ZD 
comme diamètre. Ainsi 

Sw* = SO.SK = SZ.SD', 

on en déduit SO = ■ — ; 

m* \/2n^ — p* 

SZ — J>*Q^g \/p^ — n' . 

2n*m*\/ 2n, — p* 
ç,_ afcc \/p* •«- n* /2n* — p* 



2n*m* 



SD 



, m*abc v^p* — n* v/2n* — p* 



2n*p* 
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4. — S', point correspondant (i S ; 
E, centre de gravité; 
D't pôle de (i)a>', 

On ^ les formules 

*- 7T1ÏF- â ' 

3a 

2T 
D' = ^ a\ 

On en tire alors 
D'à — Ea (3a* — p*)(p* + 3n*) o* -f- 3n* 

Sa — Ea p*(3a* + 3n* — p* — 3n*) p* 

6. — H, point de rencontre des hauteurs ; 
S, milieu ia «did' ; 

Z\ point aorrespondant au centre Z 4u cercle de Brù- 
card. 

Le point Z étant le milieu de OK, les distances dç Z l'ob- 
tiendront par le même moyen que celles du point S, milieu 
de (OU)', On trouve ainsi 

* ~ m*(2n* — p*) ' 

2T(2n*a*m" -|- m*6V — 2n*p*) 

* 3an*(2n* — p*) 

A cette dernière expression il fa^t joindre les formules 

°- = 0(2 f-^ p>) (^«* + ^'^''^ - P*>' 

„ To(m' — a») 
S. = ;jï "■■ 

On trouve ainsi -^r-; — ^^ •= 2» 

ou enoore 32* == H'» + îfS«« 

A l'inspection des formules, on rçcon^aîtrait les indicés de 
l'existence d'une relation de ce genre. 

Le reste du calcul s'achève facilement et on vérifie l'iden- 
tité 
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= n*(20* + 2ft*c* — p*) -î- a'(m* — a*)(2n* — p*). 

Le rapport des segments déterminés sur les droites SD, 
OH. par le point E, et sur la droite SH par le point Z' 
montre que les lignes DH, OSD', EZ' sont parallèles. 

Cette propriété nous servira dans la suite, et nous per- 
mettra d'établir facilement les autres propositions qu'il nous 

reste à démontrer. 

» 

6. — 0, centre du cercle circonscrit; 
S', point correspondant à S ; 
Z', point correspondant à Z. 

Le fait de^la situation de ces trois points en ligne droiie 

Z'S' 
sera établi, si Ton prouve que ^, , ou, ce qui revient au 

même, -^^ ^^ est égal au rapport -pr=rj- , déduit des ex- 

pressions deJEZ' et de OD'. 
Or on a 

— OS 
EZ' 3 2OS p* 



OD'- OD' 3(0S+SD') 3n* 

D'autre part : 

2T 
^«= 'T:;r^ — a(m«— 2a«); 

2W* — p* 

_ 2T (m' — 6«)(m« — c«) 

^ "" p* + 3n* • S ' 

2T(2n*a*m* + w*6*c" — 2n*p*) 

* 3an*(2n* — p*) 

Réduisant au même dénominateur, et supprimant, pour 
simplifier, ce dénominateur commun, il vient 

S'a — Qg 3n*(n* + a^(2n< — p*]^ 3n*a^{m^ — 2a»;(p< + 3n*) 

Cette expression se réduit à 

3n^ 

P 

ce qui établit la proportion. 



=const. 
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7. — E, œnlre des médianes antiparallèles ; 

S\ point correspondant à S ; 

D, centre d^homologie des triangles ABC, A^BiGi. 

2T 

On a Ka = ^; 

S= ^T (a«+fe')(a'+c') . 

_ 2Ta»ft*c« I 

Alors on trouve 
Si— Dg _ m*[m'/i*— n*(6*+c«)— w*6'c«] _ m' 
K«-Da "" n*(p*+3n*)(n*a*— m«6«c») n*(p*+3n*) 

8. — Z, cen/re dw cercle de Brocard; 

S', poin»^ correspondant à S; 

H, poenf (ie concours des hauteurs. 

Pour démontrer que ces trois points sont en ligne droite, 
il suffit d'établir que 

HS _ AD _ 2 OS _ m* 
S'Z ~ ZK ~ OZ ■" n* • 

2T 

Or, on a Za = — : — : 7-0(271* ^"a^m*): 

m\2n^ — P ) 

. _ 2T (g* + n*) . 

_ 2T 2a* + 26«c» — p* 
2n* — p* a 

On en déduit 

Hg— Sg _ m«(3a*p*— 2p*n*4-4n*à^— p»— 2n»-f 2p*6«c»+6n*6«c') 
S^ — Zg n*(5a*m* + 2n*m* — 6n*a* — p^m* — 2p*o*) 

En remplaçant, au numérateur, 2n* par m* — p*, la 
parenthèse devient 

i»*(2a* —p'—'n' + 36«c») + p^{a' + n* — 6*c»), 
ou iii*(2a* — p* — n* +36'c*) = p*o'm". 

Par conséquent, on doit avoir identiquement 
w*(2o* — p^ — n^ '{' 36*c") + p*a« = m"(5a* + 2n* — p*) 

— 6n*a' -^ 2p*a* ; 
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en faisant passer tout dans le premier membre, on obtient 
ridenlité 3m*(a* + n* — fc«c* — aHn*) = o. 
La proposition est donc démontrée. 

VII 

Inlerseclion commune aux droites OD, EZ, KZ', HD'. 

Nous arrivons maintenant à la notion d*un certain point N 
du cercle circonscrit, par lequel passent quatre lignes prin- 
cipales, joignant des groupes de points correspondants : QD, 
EZ, KZ', HD'. 

Cette propriété résulte très simplement de la similitude 
des triangles déterminés par la ligne EZ', parallèle à OD' 
dans les triangles ayant leurs bases sur OD', et leurs sppi- 
mets sur la parallèle DH. 

Tout revient à prouver, en premier lieu, que les rapports 

rr=r- ou-==r, et -^7^, Y et V étant les intersections de EZ' 

IJ2j JCfZ Z V 

avec OD et HD', sont égaux. 



Or, on a OZ = ZK = ^^l^^L^; 

m* v/2n* — p* 

YE = BZ'= 4- 03 = ♦"'«^'^/P"'^^* ; 

^ 3n* V2n* — p* 

KD- = ZD- - ZK ^«WpÎEZV^ÎEI!; 

m*p^ 



___ 2 m'gfec /p* — n* y /2n* — p* 

3 3n*p' 

. „ . . OZ ZK KD' 3n' 

ellon»b.en YË = lr=Z^ = -^- 

Mais 

_ a6c ©* — n* I 

y/2n* p* W 3 

par conséquent 

NY = N0 + 4-0D= , "''^ (. + PL;i!l\ 

' 3 y/an» — p« \ 3n« / 



et 
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gbcm* 

3n* \/2n* — p* 
NO 3n* 



NY m* 

Ainsi, le point N est une des extrémités du diamètre 
DON du cercle circonscrit. 

Incidemment, U désignant l'intersection de £Z' avçQ J)K 
on voit facilement que l'on a 

, abcp* y/p* — H* 



UZ' = 



3w*n* v/^n* — p* 

VIII 

Remarques. — La plupart des lignes que nous a vons con- 
sidérées s'expriment en fonction des quantités v^p* — n*, 

\/2n^ — p* . La présence de ces deux radicaux montre tout 
d'abord que si a, 6, c désignent les côtés d'un triangle, on 
a toujours 
a*b* + a*c* -\- b^c^ < a* + 6» + c* < 2(a«6« -f- a^c* + 6*c*). 

En outre, le radical v^p* — n* ne figure jamais au déno- 
minateur, parce que les lignes considérées peuvent être 
nulles, sans jamais devenir infinies. Au contraire, le radical 

\/2n* — p* , qui représente quatre fois la surface du triangle, 
figure indifféremment au numérateur ou au dénominateur, 
parce qu'il ne peut jamais se réduire à zéro. 

La méthode que nous avons exposée pour les démonstra- 
tions précédentes est presque exclusivement analytique ; 
elle ne parait pas offrir, à cet égard, toute la simplicité 
désirable, et il est à présumer qu'une méthode synthétique 
s'appliquerait avantageusement à l'étude des propriétés 
énoncées. Il était utile, cependant, de faire connaître les plus 
essentielles, et d'en donner, en attendant, une démonstra- 
tion uniforme. 

Les propositions dont il a été question dans cette note con- 
duisent à une série d'intéressantes constructions. 

Pour mieux dégager la situation des lignes, i\ conviendra 
d'opérer sur un triangle de grandes dimensions. Il y aura 
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avantage à prendre uu triangle de forme obtusangle ; Tin- 
tervalle des divers points remarquables se dessinera plus 
nettement. 

IX 

Pour terminer cette noie, nous allons indiquer un certain 
nombre de relations métriques entre les éléments du triangle 
donné et le cercle des sept points. 

Soit D le diamètre du cercle circonscrit à ÂBC, Z la ligue 
a>(o' ; on a 

a b c ^ 8 



sin A sin B sin C sin a y/ 1 ^ sin« a 

2abc 



v/2n* — jp* 



abc 



On en déduit 8 = — r-v/p* — w* . 
On trouverait facilement 

OK = ^^^"^ ^^* ~^ ' 
m* y/2n* — p* 

cy/pi — n* 

m" 
et ainsi de suite. 

Par conséquent, le rapport de similitude des triangles 
AiBiGj et ABC est 

A^Bi D 2 w* 



a 



OK y/ 1 _ 3tg«a /p* — n* ' 



d'où tg a = 



tg2a = 



\/2n* — p* 

m' 
m'v/2n* — p* 



P* 



__ (p^ + ^') y/^n* — p* 

^^ "^^ m ^p^ — n*) 

mV y/^n* — p* 
tg4a = - 



p8 — 271* 

La distance du centre du cercle circonscrit à l'axe radi- 
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cal de ce cercle et du cercle de Brocard a pour expression 

D m^abc 



7.\J \ — 3tg*a 4v/p* — ^* v^2n* — p* 

Enfin on arriverait très simplement à des résultais ana- 
logues pour les équations des diverses lignes, et Ton ren- 
contrerait ainsi une foule de relations d'identité entre les 
côtés ou les lignes trigonométriques du iriangle. — C'est un 
exercice que nous laisserons à la curiosité de nos lecteurs. 

NOTE ADDITIONNELLE 

Le centre de gravité F du périmètre du triangle est le 
centre du cercle inscrit au triangle ayant pour sommets les 
milieux des côtés du premier. 

En conséquence, ses distances aux côtés de ce triangle 
ont pour expression 

h Ij _ S(ft + c) 
2 2 a{a + ^ + c)' 

Gela posé, il est facile de vérifier que les points I, E, F 
sont en ligne droite, et que lE = 2.EF (Euler). 

En effet, l'on a 

2S 



I 8 = 



E 8 = 



F 8 = 



2S 



3a' 

S(6 + c) 
a(a + 6 + c) * 



^ I — E 2(2a — 6 — c) 

Donc rp; ==- = ^ ; — = 2 =: COÛSt. 

Et-F ia — 6 — c 

Les propositions relatives à la situation des points 0, E, 
H, avec EH== 2.OE et des points I, E, F avec lE = 2.EF 
ont été établies pour la première fois par Euler, dans le 
t. XI des Mémoires de Pétershourg, année 1768. 

(H. Brocard.) 
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EXAMENS ORAUX DE L'ÉCOLE SAINT-CYR (1883) 



D'un point A on trace les droites AB, AG, AD, AE fai- 
sant entre elles les angles consécutifs a, p, y- Démontrer la 
relation sin a sin y — sin (a + P) sin (p -{- y) 

-|- sin (a + P +ï) sin P = o. 

— On donne un rectangle ABGD. Par un point M, du plan 
de ce rectangle, on mène quatre droites MA, MB, MC, MD, 
qui représentent en grandeur et en direction quatre forces 
appliquées en M. Trouver la résultante de ces forces. 

— Étant donnée une sphère, y inscrire un cône dont la 
surface latérale soit égale à la surface de la calotte sphéri- 
que adjacente. 

— Etant données les limites de deux progressions décrois- 
santes S=i +Q + Q^ + Q«-f- 

5=i-f-gf-f-ç*-|-5'-|- 

on forme la nouvelle progression 

S=i +Qg+QY+ ; 

trouver la somme S en fonction de S et de s. 

— Trouver, pour x = i, la valeur de l'expression 



œ^ — I X 



— Trouver deux nombres dont la somme et le produit 
soient égaux à la différence des carrés. 

— D'un point A tombe un mobile pesant, sans vitesse 
initiale ; n secondes après, on en lance un autre suivant la 
même verticale et Ton demande quelle vitesse il faut lui 
imprimer pour qu'il atteigne le premier en un point D, tel 
que AD = ?». 

Un poids P est sur un plan incliné. Il est soumis à quatre 
forces : son poids, une force verticale opposée 2P^ une force 
horizontale 2P, dirigée vers l'intérieur du plan, et une force 
2P, dirigée dans le sens du plan: quel est l'angle de ce plan 
avec l'horizon si les quatre forces se font équilibre ? 

— Résoudre sin 3x = cos 2X. 
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— Former une progression arithmétique telle que la somme 
des n premiers termes soit égale à (n + i) fois le terme 
auquel on s'arrête. 

— Étant donnés tgx = , tgt/ =—-=• , prouver que 

y 2 — î v 2 



1C 



l'on a jr — w = — . 

4 

— Etant donnée Téquation x^ -\- gx — 18=0, calculer 

la valeur de la fonction 5x' -\- 5x" — 6x'x\ 

— Si Ton a igx = — , tgy = — , tgz = -- , on a aussi 

^ 4 

— Quelle est la progression arithmétique telle que la 

somme de ses termes est toujours égale à quatre fois le carré 
du nombre des termes ? 

— Trouver l'équation qui a pour racines les carrés des 
inverses des racines de Téquation ac* + pa? + g = o. Con- 
dition de réalité des racines de cette équation. 

— Partager un arc en deux parties telles que la somme 
de leurs tangentes soit minima. 

— Résoudre sin 2x = tg x. 

— On a deux tonneaux dans lesquels il y a du vin. On 
verse du premier dans le second autant de litres qu'il y en 
a déjà dans celui-ci ; on verse ensuite du second tonneau 
dans le premier autant de litres qu'il en reste dans le pre- 
mier ; puis, An premier dans le second, autant de litres qu'il 
y en avait déjà dans celui-ci. Il reste alors a litres dans 
chaque tonneau. Combien y avait-il de litres au début dans 
chaque tonneau ? 

— Déterminer a et b de façon que 3.T* -}- ax -}- b soit 
exactement divisible par x^ -\- 3x — 10. 

— Un plan est incliné d'un angle x sur Thorizon ; un 
corps est maintenu en équilibre par une force dirigée paral- 
lèlement à l'horizon, et égale au poids du corps. Trouver 
l'angle du plan avec l'horizon. Trouver ce que devient cet 
angle si l'on tient compte du frottement. 

— Si Ton joint le centre de gravité G d'un triangle aux 
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trois sommets, et que les droites GA, GB, GC représentent 
des forces en grandeur et en direction, ces forces se font 
équilibre. Généralisation. 

— Un projectile est lancé du point A avec une vitesse don- 
née V ; quel angle la ligne de tir doit-elle faire avec Tho- 
rizon pour que le projectile rencontre cet horizon au point B, 
à la distance a du point A ? 

— Construire deux longueurs x et y, sachant que Ton a 

^+ y = « + — ' ^ = '1^' 

Cv U 

— Déterminer les coefficients p et g de l'équation œ* -f-px 
-\- q = o, de façon que la différence des racines ait une 
valeur donnée, ainsi que la différence de leurs carrés. 

— Un point matériel assujetti à se mouvoir sur une ellipse 
est sollicité par deux forces variables représentées à chaque 
instant, en grandeur et en direction, par les rayons vecteurs 
de ce point. Trouver la position d'équilibre du point. 

— Un point matériel assujetti à se mouvoir sur une demi- 
circonférence concave, est sollicité par son poids et par Tun 
des brins de corde d'une poulie fixe, corde qui supporte une 
force d'intensité /*. Trouver les conditions d'équilibre. 

— On donne une balance à deux bras inégaux l et i', fai- 
sant entre eux un angle de i5o*^; les deux bras ne sont pas 
pesants. On met un poids P dans chaque plateau, et on 
demande la position d'équilibre du système. 

— Former l'équation du second degré dont Tune des 
racines 2 -f- V^* 

— Étant donné un angle droit xOy, sur Oy les deux lon- 
gueurs OA = a, AB = 6, on demande en quel point de Oa? 
on doit se placer pour voir ces deux longueurs sous le même 
angle. 

— Dans l'équalion a?* — 2X — 4 = o, calculer la fonction 



(Ej 


3 


+ 


as. 





3 


Xi 


+ 7 


œ. 


+ 


7 



— On donne un cercle, un diamètre vertical AOB, et un 
rayon incliné OC. Déterminer l'angle BOG pour qu'un corps 
mette le même temps pour parcourir OC qu'un mobile par- 
tant de A pour parcourir le diamètre AB. 
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— Dans un quadrilatère quelconque, on prend le milieu 
de la ligne qui joint les milieux des diagonales; on joint ce 
point aux quatre sommets; ces droites représentent des forces 
en grandeur et en direction; démontrer que le système est 
en équilibre. 

Déterminer les coefficients de Téquation bicarrée de ma- 
nière que a et a* soient racines en même temps. 

— Résoudre sin x -{- i = cos 20?. 

— On a mx-^-ny +pjs = a; trouver le maximum de x^^y^'z^. 



CONCOURS GENERAL DE 1883 



Classe de troisième. 

On donne deux points fixes sur une circonférence, et 
on les joint par deux cordes à un môme point de la cir- 
conférence. Au milieu de Tune de ces cordes, on mène une 
droite qui coupe la seconde sous un angle donné (63® par 
exemple). On demande le lieu du point d'intersection lorsque 
le troisième point parcourt la circonférence. Discuter le 
problème. 

— Faire voir que Texpression 

1 .2.3.4 • • • (2Wi — i)2m 

1.2.3 ,,, m,2^^ 

. , . I ^ I 3 5 7 2m — I 

est effale a — • -^ . 

2222 2 

Classe de seconde. 

On donne une pyramide régulière à base carrée SABCD 
dont on suppose les faces latérales indéfiniment prolongées 
au delà du sommet S et au delà de la base ABGD. On coupe 
la pyramide par un plan parallèle à la base, et l'on construit 
un parallélipipède droit ayant pour base la section abcd et 
pour hauteur la distance des deux plans parallèles abcd et 
ABGD. A quelle distance du plan ABGD faut-il mener le 
plan sécant pour que ce parallélipipède soit un cube? 
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Discussion du problème, nombre des solutions. (On repré- 
sentera par a le côté AB de la base de la pyramide donnée, 
et par h la hauteur de cette pyramide.) 

— On donne deux droites A et B quelconques dans l'es- 
pace, et un plan P perpendiculaire à la droite A. Par celte 
droite A on mène un plan quelconque Q, et par la droite B 
un plan R perpendiculaire au plan Q. Ces deux plans Q 
et R coupent le plan P suivant deux droites qpii se coupent 
elles-mêmes en un point M. Trouver le lieu que décrit le 
point M lorsque le plan Q tourne autour de la droite A. 

Classe de philosophie. 

Étant donné un triangle ABC et un nombre positif m 
plus petit que l'unité, on prend sur le côté AB un point Ci 
tel que Ao^ soit égal à mAB ; de même, on prend sur AG un 
point Bi tel que GBj soit égal à wAG; et sur BC un point A^ 
tel que BA^ soit égal à mBG : i^ Trouver Taire du triangle 
AiBiG^; — â® on considère une suite indéfinie de triangles 
AiBiGi,AjBjG2,...ApBpGp,dont chacun se déduit du précédent 
comme le triangle AjBjGi se déduit de ABG; trouver la limite 
de la somme des aires de ces triangles quand le nombre 
entier p augmente indéfiniment; — 4° étudier les variations 
de la limite précédente quand le nombre m varie entre o et i ; 
— 4^ déterminer les positions des points de rencontre des 
médianes de chacun des triangles AiBjGi, A^B fi^^, . . . ApBpGp, 



QUESTION 90 

l»olutioo par M . Bablon, élève au Collège d'Épinal. 



On considère une parabole P et sur Vaxe de cette parabole un 
point Q situé à une distance 2p du sommet 0. Soit A un point 
quelconque «te P; on projette A en B sur la tangente au som- 
met ; les droites QB et OA se coupent en un point I, dont on 
demande le lieu géométrique. (G. L.) 

Le point A étant sur la courbe, on a 
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^7 



kk'^ = 2p . Ok'. (1) 

Par le poiat A je mèue AG 
parallèle à BQ ; on a alors 

QG = AB = OA' 
donc 

QG + A'Q==OA' + A'Q = 2p 
donc d'après (1), on a 

ÂÂ^^ == OA' . AG. 
Geci fait voir que le triangle 
OAG est rectangle en A; 
donc le triangle OIQ lui étant 
semblable est rectangle enl; 
par conséquent le lieu cher- 
ché est la circonférence 
décrite sur OQ comme dia- 
mètre. 

Nota. — La même question a été résolue par MM. Berdon, Hugon, à 
Ciuny; Aubry, â Charleville; J. Taratte, au lycée Saint-Louis, à Paris; No- 
bertuo, à Lille; lung, à Beauvais; de Kerdrel, à Kéruzoret; Oindre, à Port- 
tariier; Giat, Sauve, à Moulins; Naura, à Vitry-le-François; i. SlabochevitBch, 
à Saint-Pétersbourg; Poncet, Anstett, à Lyon; Besson, à Nantes; Caronnet, 
collège Chaptal, à Paris. 




QUESTIONS PROPOSÉES 



122. — On donne un angle droit j/Oj?, et un point fixe M; 
autour du point M on fait tourner un angle droit dont les 
côtés rencontrent Oo; en A et Oy en B. — Par les points A et 
B, on mèue des parallèles aux droites Oy, Occ; ces parallèles 
se coupent en un point I. Démontrer que le lieu du point I 
est une droite. — 2® La parallèle à Oo; menée par B rencontre 
MA en un point T. Démontrer que le lieu décrit par V est 
une parabole ayant pour sommet le point M et pour axe une 
parallèle à Ox. (G. L.) 

123. — On donne trois circonférences G, G', G'', passant 
par le môme point 0; on propose de mener par une trans- 
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versale qui rencontre les circonférences proposées aux points 

AA' 

A, A^ A', et de telle façon que le rapport soit égal au 

rapport de deux lignes données p et q. 

(Exam. oraux, Polyt. i 883.1 

124. — On donne deux circonférences G ètC, tangen^es^au 
point A; soil D la tangente commune en ce point A; soient 
D' et D'^ les tangentes parallèles à D. Prenons sur D un point 
mobile M, et menons par M des tangentes à G et G'; ces 
droites rencontrent D' en P, et D" en Q. Les droites qui 
joignent les points P et Q aux centres respectifs des circon- 
férences G et G' se coupent en un point I. Démontrer que Le 
lieu de ce point est une droite. (G. L,) 

125. — On donne une circonférence C, et un point A, 
extérieur à cette circonférence. De ce point on mène une 
corde AMN, qui coupe la circonférence aux points M et N, 
et Ton projette ces points en P et Q sur le diamètre CA. 
Déterminer Tangle MAG de façon que le trapèze MNQP 
soit maximum et construire géométriquement cet angle. 



Le Rédacteur-Gérant, 
E. VAZEILLE. 
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